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PREFAŢĂ 


Scopul, Iormulat la modul cel mai general, al geometriei de clasa a 
Vil-a este de a învăța pe elevi să „atăpinească planul“ din punct de vedere 
caleulatorie (cap. I) și, pe două exemple importante — aria și suprapunerea 
să-i familiarizeze cu modelarea matematică a unor noţiuni apărute pe cale 
intuitivă (cap. 2 și 3). 

Prin „stăpinirea planului“ înţelegem posibilitatea de a calcula lungi- 
mile segmentelor și măsurile unghiurilor ce apar in diferite construcţii geo- 
metrice, cunoseind pe cele ale elementelor geometrice iniţiale. Aceasta permite 
realizarea de numeroase. aplicaţii practice; in manual sint prezentate citeva. 
În acest mod se explică și originea numelui acestei discipline: măsurarea 
pămîntului. 

Scopul capitolului 1 il considerăm atins în paraeratul „Rezolvarea triun- 
ghiurilor oarecare“ în care se rezolvă cele trei probleme puse în manualul de 
clnsa a Vl-a la lecţia despre construirea triunghiurilor. 

Cele mai importante paraarafe din capitolul 1 sint „Relaţii metrice în 
triunghiul dreptunghic“ și „Sinusul şi cosinusul unui unghi“; recomandăm 
să se insiste pe problemele din aceste paragrale. 

Am prezentat o demonstraţie a teoremei lui Pitagora ce nu trece prin 
teorema catetei; considerăm însă tot atit de judicioasă demonstrarea ei cui 
ajutorul teoremei catetei, expusă și în carte. 

Pentru ca elevii să nu rămină cu impresia că geometria, în dezvoltarea 
ei. se subsumează unor scopuri calculatorii, am dat, cu caracter facultati 
materialul din paragraful „Citeva teoreme în plus“, insoţit de o listă de pro- 
bleme. Aceleiaşi idei îi servesc și problemele de la ;Puterea punctului“. 

Prin scopul urmărit, capitolul I are contingenţe cu algebra. Una din 
ale este demonstraţia teoremei lui Thales pentru rapoarte iraționale. Pe de 
altă parte, rezolvarea, problemelor cu date literale reclamă cunoştinţe de 
calcul algebric, uneori o experienţă ce poate depăși pe cea a elevilor din clasa 
a VIl-a. De aceea ne-am mărzinii, spre sfirşitul capitolului 1, la probleme cu 
date numerice. Evident că se poate incerca rezolvarea unora din ele cu date 
literale... 

Capitolul 2, despre arii, l-am prezentat puţin altfel decit de obicei 
Prin aceasta am evitat intilnirea cu dificultăţi dincolo de puterea de înțele- 
sera a elevului mediu ca: „aria unui dreptunghi cu laturi iraționale” şi „deli- 
niţia ariei unui poliaon oarecare“. Fără a conţine demonstraţii deosebite, acest 
capitol este în în me riguros astfel incit, de exemplu, demonstraţia prin 
arii a teoremei lui Pitagora nu apare sub nici o formă drept sprijinită numai 
pe o întuiţie. 

Nu am încercat să facem riguros paragraful despre lungimea și aria 


cercului, din motive evidente. 5 


În rezolvarea problemelor din capitolul despre arii intervin mereu 
cunoștințe din capitolul 1. 

Problema distractivă (evident nâobligatorie, ca și paragraful de astro- 
nomie din capitolul 4 etc.) are ca scop să arate elevilor că două poligoane cu 
aceeaşi arie se pol descompune în triunghiuri respectiv congruente. 

Caleulele laturilor și apotemelor pentagoanelor şi decagoanelor sint 
facultative; ele au drept scop numai limurirea unor fapte expuse la orele 
de desen. . 

Din capitolul 3 sint în primul rînd obligatorii paragrafele intitulate 
Translaţii şi Rotaţii. În paragraful ce le precede „Despre transtormări georne- 
tuice“ se arată cum această noţiune modălează matematic pe cea de „supra- 

unere' care, deşi nu a fost descrisă anterior în manualele de Geometrie, este 
iamiliavă elevilor de la desen, geografie ete. (copierea unni figuri). 

Evident că nu se pot urinări paragratele despre Wwanslaţii şi rota 
dacă „se sare“ materialul din capitolul 3 ce le precede. O bună parte din acest 
material este expus în stilul părţii | din Geometria de clasa a VI-a, adică 
întmitiv. ă 

Din lipsă de spaţiu, nu am onorat promisiunea din clasa a Vl-a dea 
prezenta cele mai interesante demonstraţii din geometria axiomatică, 

Considerăm că o bună parte din materialul acestei cărţi, în special din 
capitolul 1, se pretează a fi predat prin rezolvare de probleme cu elevii, 
deoarece siluaţiile esențialmente noi (ca este o definiţie corectă, necesitatea 
ca o definiţie să fie precedată de o lemă, enunțuri ce conţin drept cazuri parti- 
culare mai multe enunţuri dinainte etc.) sint mult mai rare. 


PROBLEME RECAPIPULATIVE 
DIN MATERIA CLASEI A 6-4 


(Notăm cu asterise pe cele pe care le considerăm mai dificile) 


1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim în interiorul 
său AEBC echilatei în exteriorul său triunghiul echilateral (GAP. Să se 
demonstreze că GE este conuruentă cu diagonala dreptunghiului. 

2. În triunghiul ABC IA = 60, BB! şi CC sint înălţimi (B' și C! 
sint respectivi pe AC şi AB), Fie HI ortocenteul triunghiului (punctul de inter 
secţia al înălțimilor). Demonstraţi că: E 

n) Dacă 7 este simetricul lui 77 faţă de AC, PAL PC este echilateral, 

h) Dacă bisectoarea unghiului BIC taie cercul cireumseris triunghiului 
ABC în 1 și TB 2 10 atunci ABIH şi ACTH sint echilaterale, 

Dacă A BCD este un paraleloaram și dacă inălțimea din A pe DC 
este congruentă cu cen dusă din A pe BC, paralelogramul este romb. 

4, Întu-un patrulater convex dingonalele sint şi bisectoare. Preci 
natura lui! (Cu ce fel de patrulater avem de-a face). 

5. Po laturile AP BC. CA ale unui briunehi luâr 
Demonstraţi că perimetrul triunghiului AC 
ABC. 
unghiul AAC. 
CE inălţimni și BD bi 
triunghiului determinat de dreptele BR, CC” AD. 

7. În triunghiul AOR din figura 0.1, care este isoscel (OA = 08), rog: 
mentele AC = ('D = DB. Să se demonstreze câ unahiurile, IO, 1.0. IOa 
nu pot li toate congruente intre ele 


aţi 


respectiv. punctele 
este mai mit decit 


70. respectiv 50%, Fie BB, 
în -. Să se determine unshiurile 


[9] 


Fig 04 


EI 


„8. Două cercuri de centre O şi 0! sint tangente exterioare în punctul A 
Fie 7, 7* punctele în care o tangentă comună exterioară „atinge“ respectiv 
cercurile. Linia centrelor 00: taie a doua oară cercurile în M şi M'. Demon- 
straţi că PMM'T” este patrulater inscriptibil. 

-_9. Cercurile de centre O respectiv 0! şi de diametre AA” şi AA” au 
comune punctele A şi B (fig. 0.2) Să se demonstreze 
a) 4%, B și A” sint coliniare. & 
b) Unghiurile triunghiurilor variabile AN (unde A este pe cercul O 

şi MB taie n doua oară cercul O! în N) au măsură constantă. 


10. Triunghiul A BC înscris în cercul de centru 0 are punctele B şiC 
fixe și A deserie „arcul maret AC. Să se arate că bisectoarea unghiului A 
trece printr-un punct fix. Are vreo importanță că A descrie „arcul mare“ 
sau putem formula o problemă analogă privind „arcul mic” ? 

“41%, Dindu-se 4 punelg fixe, să se ducă prin fiecare din ele cite a dreaptă 
astfel încit ele să formeze un pătrat. 

19. În triunghiul ABC, 1 este centrul cercului inscris şi dreapta A/ 
intersectează cercul circumscris briungbiului ABC" a doua oară în D. Demon- 
straţi că DI 2 DB = DC. 

13. Două cercuri secante de centre O şi O' (fig. 0.3) se taie în A și B. 
Prin A şi B ducem două drepte paralele care Laie a doua oară cercurile respec- 
tiv în 4” şi 4%, B! şi B”. Demonstraţi că A'B'A”B” este paralelogram, 


Fig. va 


14. Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) şi fie AH înălţimea sa 

din A și P un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bază 

intilneşte dreptele AB şi AC respectiv în M şi N. Se care să se arate că: 
a) triunghiul AMN este isoscal; 4 a 


by ap = MP+NP_ Sa se deducă de aici că suma MĂ+ NP ste 


constantă cind P circulă pe seementul BC; 
c*) care este locul grometrie al mijlocului segmentului MN. 
+13. În triunghiul ABC, A, este piciorul înălțimii. Coboriţi din A pe 
BC şi 4, BC” mijloacele laturilor BC, AC, AB respectiv. Să se arate că 
A'B'C'A, este un trapez isoscel. 
+16. În triunghiul A BC, H esta ortocentrul și A”. P”, C! mijloacele latu- 
rilor opute respectiv virturilor A. P si (. Dacă A. este mijlocul segmentului 
HA, să se demonstreze câ: 
a) II Aa” 90; 
b) patiulaterul 4” AsCfeste inseriptibil. 
17%, Cercul celor 9 puncte (cercul Imi Ruler) 

Folosind problemele și 16 să se demonstreze că: 

Intr-un triunehi. picroarele înălțimilor. mijloacele laturilor și mijluacele 
segmentelor determinate de ortocentru în virturi sint concielice (pe un acelaşi 
care) 

18. Dacă intr-un triunehi ABC, 7 B = 60%, AB = 2BC, demonstrați 
că triunghiul este dreptunghic. i 

19%. Pe latura AL a triunghiului echilateral AAC se în E astfel încât 
2BE = BA. Lin tel pe latura AC se în D astiel incit DE = 24D. Demonatraţi 
că 37 AFC = 90% unde P este punctul de intilnire n seamentelor BD cu EC. 


420. Să se construiască un triunghi cunokcind două laturi şi inălțimea 
corespunzătoare laturii a treia. 
Porn. În fina 0.4 ABCD este inscris în cercul dat, AF = AP, 
ARIBC. EP = CD. CF | AB. Domonstrați că DP DE 
* 


nsteuiţi un triunghi ABC în care se cunosc latura BC, unghiul 


A şi imea BP. 
3 . Să se construiască triunghiul ABC în care se cunosc latura BC, 
mediana AM și unghiul A. Discuţie. . 

* 


= 


Pe laturile triunghiului A BC se construieso: „în afară“ 3 triunghiuri 
echilațerale A'BC, B'AC, C'AB. Demonstraţi că: 

GQ) BB =CC'= AA 

(D)) cercurile civenmsorise celor 3 triunghiuri echilaterale au un punct 
comun. 

25». Să se construiască triunghiul ABC in care se cunose latura BC 
şi medianele ip” şi CC. 

26%. În triunghiul A2C se cunosc latura BC, înălțimile BB şi CC. 
Să se construiască triunghiul = A 
construiască um triunghi cunoscind două laturi şi mediana 


a bea, 
*. Să se construiască un triunghi ABC cind se cunoso înălțimea, 
bisectoarea şi mediana care pornesc din A (luate ca segmente), 
29. Două cereun 10 şi 40) sint bangente exterioure intr-un punct A, 
Fie 77” una din tangontelo comune exterioare şi M, M" intersecțiile celor 
donă corcuri cu o dreaptă variabilă ce trece prin A. SA se alle locul geometrie 
al punctului P de inter a Imi MP cu MT 
30. Să se construiască un triunghi ARC în care se ounoșe înălțimile 
Rh, lata BC şi O rul ceroniui cireumseris lui ABC, 4 e 
31. Dindu-ab trai idropte OX, OY şi OZ (OZ interioară unghiului 
XOY) tie M cu punct pe OZ. Să se ducă prin M o dreaptă care să intersecteze 
OX în A și 0Y în A, astfel inci M să fie mijlocul segmentului AB. 
Pe cercul de centru O circumscris Wiunghiului echilateral AC se 
în pe arcul mie BC punetul variabil AM. iseotoarea unghiului A/C taie 
coarda BC în P. Din P ducem POL MB şi PSL MC, (EMB, SEeMC). 
a). Demonstraţi că A S este echilateral: A 
b) Demonstraţi că M, P, A sint coliniare. . 


i 


CAPITOLUL 1 
RELAŢII METRICE 


INLIELODUUURE 


În acest manual vom prezenta, ca şi in cel din clasa a ti-a, teoreme de 
geometrie plană, Stilul va fi același, 

În acest capitol umnărin să demonstrăm teoreme pe baza vârora să 
putem calcula segmente și unghiuri ce apar în diferite construcții geometrice, 
Astlel ni se vu deschide şi perspectiva, de exemplu. de a demonstra congru- 
ența n două segmente calculind lungimile lor și constatind că sint egale, 
Bineinţeles că, din cauza scopului descris mai sus, vor Ti multe probleme în 
care concluzia va Ti „incompletă“, de tipul „A / * (in care în loc de punctele 
«de suspensie urmează să punern, abia la sfirsitul sau în cursul vaționamen= 
tului, expresia corespunzătoure). 


TEOREMA LUI THALES 


0 paralelă la una din luturile unui triunehi determină pe reiotulte două 
laturi seemente proporționale. 


A 


Ipoteză: 
DE BC 


Demonstrația o vuiu tace deocamdată, in acest puragrat, numai în cazul 
cind unul din cele două rapoarte este un număr rațional. 


Să presupunem, de exemplu, că „Să impărţim segmentul AA 


în 7 părți congruente prin punctele Di. Daia. Vom avea deci 4, = 
= DE DD = DgB. Să duvem prin punctele Di... Dy paralele le 
BC; ele vor tăia latura AC respectiv în Bucu... E. Deci, în fizuru 2, vom avea 
DE || DaEa cl Dak, | BC. : 


Aplicind teorema asupra liniei mijlocii în triunghiul ADE; precum şi 
în trapezele Dita DbaFuDurea DifukoDy DsEsCB, obținem AF, = 
= £, dA 


= Eube e BAC. 

AD, 2 
Să observăm acum că Ap E 
şi, în sfirşit, este vii 


= Di deci AD 2 AD, adică D = Da 


Deducem acum că E 


Impărţind relația din concluzia teoremei cu ceu scrisă aici, obţinem şi fi" . 
Daci, oricum am serie concluzia teoremei lui Thales (determină segmente 
proporţionale), obţinem un enunț adevărat. 

Observaţie. 2. Lungimea unui seginent depinde de unitatea de măsură 
aleusă pentru segmente,in schimb citul lungimilor.a două segmente nu de- 
pinde. Acest cit se numește, după cum s-a invăţat la Aritmetică, și „raportul 
lungimilor evlor două segmente“. Este unul din primele locuri în care uoţiunea 
de raport, „spune ceva“ în Matematii 

Problemă rezoleată 1.Fie D un punct pe latura AB a unui triunghi ABE 
în care AB = 5 em, BO = S cm şi AC = 10 cm (fig. 1.3). Se ştie că AD = 
= 2 em. Prin D ducem o puralelă la BC care taie AC în. E. Să se calculeze 
lungimi segmentelor AF. LC. 


A 


2] Fig la 
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Ipoteza: , Concluzia: 
AB =5, B0=8, A0=10, 4p=2 7 AE a Es: 
DE |Bc 


5 240 <8 +5. Teorema lui Thales dă AD = E, deci = 

AB AC 5 10 
de unde obţinem AE-= 4 şi apoi EC = 40 — AB = 6. Deci, conoluziu 
completă este: AF = 4, EC =6. 


Observaţie. Dacă scriam teorema lui Thales sub formau i, =3 i „atunci, 
notind A£ = a, devi EC = 10 — z, obținem 2 = pg Sis rezolvind oouația 
E 


) et 


problemă rezolvată 2, Pe laturile unui unghi cu viriul în O se duu pune- 
vele A, B respectiv C, D (fig. 1.4). Să se preoizeze poziţia punotului 7 de 


interseoție a dreptelor AC şi BD culeulind raportul AA, 


Fig. Lă 


Rezolvare. Pentru a putea aplica teorema lui Thales, să ducem prin A 
paralela la BD şi să notăm cu X punotul în care eu intersectează pe oc 
(AX BD) (tin. 15). 


“Teorema lui Thales în A CXA, ptâiut de DM, dă real ie Lamgimea 


segmentului DX este incă necunoscută, dur teorema lui 'Vhales în 2 0PD 


să a pt: 
tăiat de AX dă 2050 


Acum este ușor de obţinut concluzia dorită ipoteza 


MA _ DO BA 


fiind tormată din ligura 1-4): 70 * pe so 


+ Aceasta este tot o demonstrație, dar nu „demonstrării“ ci „rezolvăm“ 0 problemă. 


Lă dd 
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1. Probleme 


ment AP de lungime 55 cm se consideră 
a Să se determine lungiinile segment?lur 


1, iu interiorul unui s 
un punct C astfel ca = 
AC şi CB. 

Aceeași problemă cu la |, cu singuru deosebire că se presupune 
situat pe dreapta 42 dur nu în interiorul segmentului AA. 

Unde rezultă C: de aceeaşi parte a lui A cu și Pi sau de cealaltă 
parte? 

3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C, astiel incit C este situat 


între A şi PB. Să se exprime fiecare din rupourtele y a 
şi zi >: în funcţie de fiecare din celelalte două. 


4. Dacă A, B, €, D sint colinare, dacă C şi D sint situate intre A 
CA Da 

și Pi și dacă 2 = 55 
3. Aceeuși problema ca la 4, insă presupunind că nici C nici D nu 
este situat intre A şi A (cele 4 puncte continuind u fi presupuse coli 


„să se demonstreze că (= D, 


niunre). 

i. Trei drepte puralele determină pe două svcante segmente propor- 
Vionule, 

7. Euunțaţi cu particulare ale teoremei lui Thales; şi ale teore- 
mei din problema 6 (umintiţi-vă teoreme sau chiar exerciţii de anul 
trecut!) 

8. Care este reciproca leoremei lui Vhales? liste ea adevărată? 

9. Fie A şi N puncte pe laturile Ap AC ale unui triunghi astlel 

i ad e 1A 
cu MN | BC. Ducă 2 = e s 

10. Demonstraţi teorema hui Thules in cuzul in care punntele D 
şi £ nu se află în interioarele segmentelor A, AC: deosebiți nazul în 
care ele se allă pe semidreptele AB, AC şi cazul în vane ele se află pa 
prelungirile acestor semidrepte. 

MU. Scrieţi o" demonstraţie sa tnoremei lui Thales,  vonsiderind 
EU 
AB n 
Jariza pe m şi n). 

12, Fiind date trei segmente u, 


să me culenleze 


în cure e şi n sint naturule, *< m n (deci fără a particu- 


ie. să se constimască un- segment, 


z astlel ca 2 = %. Caz particular u = 6 cm, v = 10 em, e = 48 om, 
fa 


Puteţi folosi teorema Imi Thales pentru a construi 
u şi fiind seginente date? 

Wei drepte Or. 0y. Oz. punctele 4, A, pe Or şi 
C pe De. Paralela prin A, la AL taie Oy în Bu iar 
Să se demonstreze că C.A, |CA. 


13. (latrebare). 
un segment a Vas, 
14. Se consideri 
punctele Bi pe Oy 
paralela la AC prin Bi, taie Oz in C 


4 


15. Se consideră un punct D pe-latura EC a triunghiului AFC. 
Paralela prin D la AB taie AC în £, paralela la DC priu E taie AB 
în PF ete. Să se arate că după un anumit număr de astlel de construcții 
„ne intoarcem“ în D. Care este acel număr! 

16. Cum trebuie ales D din problema 15, pentru ca intoarcerea în 
D să aibă loc după un număr mai mic de construcţii decit în cazul gene- 
ral? Care este acel nou număr? 


17. Fie D punctul in care bisectoarea unghiului A al unui triunghi 


DB „AB. Acecaşi 


intersectează latura opusă BC. Să se demonstreze că DE = e, 


problemă pentru „bisectoarea exterioară“... » 

18. Scrieţi rezolvarea problemei rezolvate 2 în cazul în care ( este 
între O şi D. Go constataţi cu privire la rezultat? 

19. Pe dreapta Oz se consideră punctele A, 4, C, iur pe dreapta 
Oy punctele 4”, B, C”. Dacă AP! || BA! şi BC' ||CB, să se demon- 
streze că AC” CA. 

20. Daţi un exemplu de proporție în care un termen să fie număr 
intreg, iar toţi ceilalți trei să fie nuinare iraționale. 


'PROREMA LUI PHALES ÎN CAZUL 
RAPOARTELOR REALE OARECARE 


Înainte de a demonstra teorema în acest caz, să amintim citeva fapte 
velativ la numerele reale. 

a) Fiind date două numere reale a și b, este adevărată una și numai 
una din veluţiile a <b,a=b,b=a. 

Cu alte cuvinte, < este o relație de ordine totală pe mulțimea numere- 
lor reale, 

b) Fiind date două numere reale a şi b, așa incit a < P, există un număr 
raţional r astlel ca a <r <b (evident, r nu este unic, deoarece, conform 
aceleiaşi proprietăţi, va exista şi un număr rațional s cu proprietatea a < 
<s<r, deci s <b ete.). 

Exempliticăm această proprietate astfel. Dacă a = 2,738... şi b = 3,069... 
putem lua r = 2,9; dacă d = 24839997... şi b = 2,8400002... putem lua r = 
= 2839998. 

c) Dacă avem două numere reale a şi / așa incit, pentru r rațional, 
este adevărat că (r <a) (r<0) atunci a =. 

Aceasta este o consecinţă a proprietăţilor u), b). Într-adevăr, dacă, de 
exemplu, am avea a < b, atunci alegem un r rațional cu proprietatea a < 
<r <b şi avem r <b udevărat dar r < a fals, deci <— ar [i neadevărată, 
contrar ipotezei. 
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Putem trece acum la demonstrația teoremei îut Thales în cazul general 
(bazindu-se pe valabilitatea acestei teorenue în vazul cind umul din rapoartele 


ce apar este ra 


Fig. L6 


2) 
AB! 
struim un punct D' situat în interiorul segmei + 1.6), asttel incit 
AD' = + AB. Paralela prin D' lu BC va tăia AC n punct £* situat în 
interiorul segmentului A. Contor remei lui "Thales pentru raport rațio» 
nul, vom aven 4E = r. deci r = 

AC “ 


Am arătat asttel că, puntru r rațional avom (r 


e r un număr raţionul astiel cu pr < 


La tel se arată că puntru r ruţionul ave [ <aE 


sus, teorema lui 


Pe baza proprietăţii c) de m, Thales este complet 


demonstrată. 

„Observaţie. Vom vedeu in cele ce urmeuză că, efectuind construcții 
geometrice usupra unor seumente cu lungimi raționale (chiar intregi). obținen 
foarte uşor segmente de lungitui iraționale, Da exemplu, lungimea diagonalei 
unui pătrat de latură 1 este un număr irațional. De aceea este important să 
ştim că teorema lui “Thales esto adevărată în cazul cind rapoartele ce apar în 
su sint numere reule vurucare. 


TEOREMA FUNDAMENTALĂ 
A ASEMĂNĂRII* 


Teorema. 0 paralelă la unu din laturile unui triunzhi formează cu 
celelalte laturi un alt triunghi care are toute unehiurile respectiv congruente 
și toate laturile respectiv proporționale eu ale celui iniţial. 

Deci în triunghiul AC ducem PO paralelă cu BC(P E AB), (QE4C); 
notaţiile fiind cele dintigura 1.7. : 


* Această formulare își va găsi semnilicaţia mai tirziu 


14 i 


Fig. 17 


B [ej 
Ipoteza Concluzia 
POIBC 1) CASA, 2) XP X Bu 3) X 0 X Ca 
a) 4 Edit) 
AB AC BC 


Demonstrație 
Relaţia 1) este evidentă. Congruenţele 2), 3), se referă la unghiuri cores- 
pondente. Prima: proporţie din 4), rezultă direct din teorema lui Thales, 


Rămine de demonstrat că 29 5 20. Pentru aceasta ducem Q7 || AB(TE BC), 
„(lig. 1.8). Se formează astiel pe de o parte paralelogramul POTB și devi 
A 


Fig. 18 


B LA Cc 


PQ= BT, pe de altă parte se poate aplica teorema Iwi Thales (07 48) și 
se obţine: pă ai Fă - În ultima proporţie înlocuind pe BT cu PQ, obţinem 
şi ultima relaţie căutată. 

„Observaţie. Putem să considerăm că paralela PQ întilneşte prelungirile 
laturilor triunghiului ABC; demonstrația rămine în esență aceeași. 


Problemă rezolată. Se consideră un trapez DADM, de baze OM = b şi 
„în care OA — a. Se alege un punet X pe dreapta OA; paralela prin 


. 15 


X la baze taie MB în Y. Prosupunind e >b, să se exprime lungimea y a 
seamentului XY in funcţie de lunvimea 7 a segmentulvi (7X. 


Ag 


Ipoteza 


0Ă =. 

esoleare. Vu tmebui să deozebim mai multe cazuri, după poziția hui 
N pe areaptu OA. 

Cazul 1 (fiu L10): X ne uflă intre O şi A. 

În toute cazurile vom duce prin O o paralelă la BM şi vom nota cu D 
imtermecţia sa cu AP înr cu Z intersecțiu sa cu XY. Din paralelogramele 
OMYZ, OMBD deducem că YZ = BD = b. Cum b e, vezultă că punctul 
D, care va fi aceluși în toate cazurile ce le vom debsebi, este situat Intre A 
şi B, iar AD = 

Teoremu fundamentală a asemănări în AOAD tăiat de XZ de = - 


—dh. 


AZ. Aceustă concluzie este valabilă in toate cazurile, dacă ținem seamă 


de observaţia de după. leoremu fundamentală u usemână 
În cazul 4, Z vu îi intre X şi Y, deci ; îm acest caz rezul- 
e—b 


B+ 
a 
A se ullă intre O și X 


A Yi 


tatul este p 
Casul 


2, 


[9 (2 dz 


corespunde tot situaţiei „Z intre X și Y*, deci raţionamentul și rezultatul sint 
aceleași ca şi în cazul 1. 


Cast 3: X se află între O i intersectia C a dreptelor 01. MB, 


[=] 


] 
[ 


În ucest cuz_X se ullă între Y şi Z, devi XZ LU y şi obţine 


ur rezultatul oaste pb a 
s=3 a 


Alegiud X = € obținem OC 


„ceea ce ne per 
A a 


mite să descriem cazul 3 şi astiel: O între A i X,r< - 


Casul 4: 0 între A şi X, x > &. teu alte cuvinte C intre O şi X). 


( 


lu ac 


t caz Y se află intre Xp Z.deci XZ=y+b. 
[A 


= Is 
re 
= 


iar 


vezultatul este p =" a—b. 


1 


Observaţie. Dacă um conveni să cunsiderăni pe z you semnul +“ cind 
X este pla dreapta” lui O şi cu semnul — cînd X este la stinga lui O, pe y cu 
semnul + cînd Y se află în semiplanul „de deasupra“ lui 04 şi cu semnul — 
vind Y se află în cel de dedesnbt, atunci rezultatul din cazul 1 ar fi valabil 
in toate celelalte cazuri, 4 

Această observație ne urată «ă se apropie momentul cind vom învăța 
să considerăm şi „lungimi necative”. 
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Problome 


4. Prin punctul P de intersecţie a diagonalelor unui trapez, se duce 
o paralelă lu buze. Ea intersectează luturile neparalele în J/ şi A. 
Demonstraţi că P este mijlocul segmentului MN. 4 
9. Să se demonstreze că dacă paralela J/N la bazele AD şi BC ale 
unui trapez (M E AB, NEDC) taie diazonulele BD în T şi AC in S,, 
atunci MT = SN. Fi 
Într-un triunghi A BC orice segment PO BC (PE AB, Q e AC) 
este împărţit de mediuna AM (A fiind mijlocul segmentului BC), în 
douii segmente congruente - 
4.) Să se construiuseă o paralelă la buzele unui trapez oarecare care 
să Tie impărtită de diagonale în trei părți congrnente. . 
5. În figura alăturată AD = a şi BC = b siut două segmente para- 
lele. DB şi AC se taie în P. Segmentul PQ este paralel vu AD. 


Fig. 1-44 


A 


Să se exprime PO în funcţie de a şi b. 

(5, Două cercuri tangente exterioare au razele A și r (lig. 1. 15). 
Tangenta lor comună exterioră 77” intilnește linia centrelor 00! in S. 
Să se calculeze segmentul 0'S în funcție de E și r. 


Fie. 145 


PP 
(ida triunghi A BC are laturile AB = 9 em, BC = 15 om şi AC = 
18 cm. Se ia pe latura AB un punct Dasttel ca AD = 6 em; para- 
Jela prin D la BC taie AC in E. Să se calculeze lungimile laturilor triun- 
ghiului ADE. „- 

8. Laturile neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD se intersec: 
touză in M. Să se calculeze lungimile segmentelor MA. MB, MC, MD 
în funcţie de laturile trapezului (se va presupune că baza mare este 
AB. Aplicaţii numerice: i) AB = 20 em, BC = 6 em, CD = 15. cm; 
DA 8 cm, b) AB = 20 cm, BC = 3 em, CD = 15 cm, DA 9:em; 
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N. Diagonalele unui trapez ABCD de baze 18. CD se intersectează 
in N. Să se calculeze, în funcţie de lungimile buzelor și diagonululor 
tmapozului. lungimile segmentelor NA. NB. NC. Vp. Aplica 
rice: AP 0 cm. CD.=— 10 cm, AC = 21 cm. RD 
=.20 em, CD = 10 om, AC = 15 cm, BD = em. 

3 Observaţie. Cu cunoştinţele de pină acum. nu putem calcula lungi: 
mile diagonalelor unui trapez, cunoscind laturile sale. Vom ujunze sii 
rezolvăm. o astiel de problemă la pag. 53. Din acest motiv nu puten 
unifica problemele 8, 9 intr-una singură. 

“10. Se considefă o dreaptă d și pe ea punetole Ay. dy. 
tngit Ao4u = Asa L cam. Se due perpendicularele ros aa dai: 
pe d punctele Ag, Au Ag 
„ Se consideră punctele A, și C, pe a, şi punutele 
in acăluși semiplan determinat de d. asttol ca AZ, = 
= 7 cm. Asa Gem. Asla = 3 em, Să se pre zu poziţia punetului 
JM de intersecție al droptelor BB CiCa. caleulind AN si VAL, unule 
N este pitiorul pefpendicularei din 47 po d. 

b, « problemă pentru punctul de intersecție al dreptelor 
„ în care D, este situat pe aus De pe ag. Du pe au Da pe a 
toate în ăcelași semiplan determinat de d, în AD = 1 d 1), 
= d em, AD = 10 em. AasDa = 3 em. 

11. Vungenta camu iu două 
linia centrelor DO! în JM. Să se calou 
MO în humue de razele [E r ul i 

le lor. A 

Acevaşi problemă cu la 4 dar pentru tan 


i nume 
12 cm, b) AB 


exterioare intilveste 
luni lee meontulor AO. 
şi de distanţa d = 00 intre 


ata comună inte 


rioar: 


secunte, 
cngtru O si un panel x A. Sin 
aa punct N pe serice pa „4 9/ 


Acesași problema ca lu LI dar ponten cer 
i un 
cul cart si se coisidi 


he. Gu 


14. Se vonsic 
un punct pe u 
LN 


e fix d 


astiel cu 


E ste locul geomotrie ul lui N cind / purcurae 


cercul dat. fe răminind şi el fix. 
13. Acenuşi problemă 
ca A să tie între A şi N. 
16. Se consideră două « 
a) Găsiţi uv punet A şi un umăr e ast 
problema 14. relativ la unul din e 
lalt cere. 
b) Aceeuşi problemă în cena ce privește 


:u la 14. însă alezind N pe dreapta AA astiel 


tari eee 


18. 
c) Ce se intimplă dacă razele e 
d) În cazurile în care cercurile ar fi . tunzante exti m 
precizaţi poziţiu punctelor de la 4 în cazurile în care cenmeuri 
ar ti secante, tangente interioare, precizați poziţia punctului de la a) 
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17, Se consideră un patrulater vonvea ABCD şi un punct A iute- 
rior sdgraentului AC. Paralela prin JM la AB taie BC în N, iat paralela 
prin M la CD taie AD în P. Să se demonstreze că Sa ju ue Exil. 

18. tn paralelogramul ABCD unim A cu mijlocul lui BC şi 5 cu 
„nijlocul lui CD; cele două drepte se taie în X. Care este valoarea rapor- 
tului E unde M este mijlocul lui BC? 

19. locul geomotrie al punctelor din interiorul unui unghi neulungit, 
pentru care raportul distanțelor la laturile unghiului este egal cu un 
Pan dat, este o semidreapLă cu originea în virtul unghiului. 


san A adie „Aa ac It sac a 7 ERP 

Aplicaţie. Problema 44 ne permite să analizăm ceva mai de aproape 
tenoiezul eclipselor de Soare. Ştiţi desigur că o eclipsă de Soare are loc în 
situaţia în care Pămintul, Soarele şi Luna sint coliniare, iar Luna se atlă 
între Pămint şi Soare (fig. 1-16) 


Soare Lună Pâmint E e 


Aceste corpuri cereşti nu sint puucte, aşa incit pentru a înțelege mai 
bine fenomenul este preferabil să privim figura 1-47 (unde Pămintul n-a fost 
încă figurat). 


Eolipsa de Soare are loo pentru orice observator plasat în una din cele 
vrei zone, însă ocea ce vede el pe cer diferă de la zonă la zonă: 


ze 

E AR 
eclipsă totală eclipsă parțială eclipsă inelară 

înteebarea care se pune este: de pe Pămint vedem eclipiu totală sau 


inelară? Adică: este distanţa de la Lună la punctul M din figura 147 mai 
mara sau mai mică decit distanţa de la Lună la Pămint? 
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Rezolrarea problemei (1 de la pagina 19 ne permite să calculăm distanța 
dr 


de la Lună la punctul 17 prin n „ unde Ft este ruza Suurelui, p este 


rula 


vaza Lunii, iar d este distanţa între Soare şi Lună în situaţia vorespuuză- 
toare eclipsei, deci diferenţa dintre distanţa de la Soare la Pămint şi distanţa 
de la Pămint lu Lună. 

Datele nuniarice astronomic 
Lunii = 


Soarelui — 695 300 km. raza 

149 450.000 km, distanța 
Pămint-Lună =— 354 000 km. Efectuind calculele contor formulei de mai 
sus. obține pentrn distanța de la Lună la punctul Po valoare de aproxima 
Liv IÎ7A 000 km. 

Vuluarua obținută este loarte apropiată de distanța Pămint-Lună; nu 
trebuie deci să ne grăbim cu concluzia, deoarece datele numerice de mai sus 
sint „medii“: Pămmtul_se mișeă în jurul Soarelui, și Luna în jurul Pămintu- 
lui nu pe cercuri, si pe selipse“ şi distanțele de mai sus variază. Calculole de 
mai sus sit cel mai mujt influențate de variațiile distanței Lună-Pămint, 

„ distanţă ce poate lua valori iutre 356 000 şi 407 000 km. 

Concluzia este deci: de pe Pămint se pot observa şi eolipee totale şi 
eclipse inelare de Soare. Cum punctul A/ este totdeuuna aproape de Pămini 
când are loc o ustiel de eclipsă, rezultă că zona de pe Pimint din cure putem 
obsebva. la um moment dat o eclipsei de Suaru totală sau inelară este foarte 
mică in comparație cu intrea Pămintul. Îuti-un punet dat de pe pămint, 
sclipsele de Soare totale sau inelare se pot oberva în medie o dati lu 400 ani. 
Ultima ustiel de eclipsă vi de po teritoriul ţării uvastre (de fapt — numai 
din sudul ţării) 8 tost eclipsa totală din Id februarie IUG: urnătonrea, «de 
asemenea totală. va mw ee îm DI aetugriast IC, N 


distan 


TRIUNGHIURI ASE 
CAZURILE DE ASI 


ENEA. 
:MĂNARE 


Faptul pus în evidenţă în teorema fundamentală a asemănării ne con- 
duce la următoarea: 


Detiniţies 1. C trei punete mecoliniare şi A. D.C” alte 
trei punete ecoliuiure, Spunem că A ABC = A ABC (şi citim uceasta: 
triunzhiul 4220 este asemenea cu triunhiul AZ0) dacă A 4 = AA, 


xp n.a 320 și 


Cu alte cuvinte. donărtriunghin 


se uumesc asemenea dacă tu uuzhiu- 
rile respectiv conzruante şi luturile respective proporţionale. 


3 Valoara comună 4 acestor rapoarte se numeşte „raportul de asemănare” 4! tri 


unshiurilor. 
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Care sint exemplele de triunghiuri asemenea? Să observăm întîi că două 
triunghiuri congruente sint asemenea: dar nu pentru u considera astfel de 
exemple am introdus defini “Teorema fundamentală a asemăni ne arată 
un mod de a construi un triunghi asemenea cu un triunghi dat. dar necon- 
gruent cu acesta, 

Ohservaţie. La noţiunea de »s 
cale intuitivă, considerind două d 
„mărind“ pe primul (fise. 1.19). 


mănare a triunghiurilor se ajunge şi pe 
ene, al doilea (fig. 1.20) fiind obţinut 


Fig. 1.19 Fig. 1.20. 


4 ) 


Ele „seamănă“, dar nu pot fi tăcute să coincidă prin suprapunere. Un 
segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzător din 
al doilea, însă raportul lungimilor lor este uceluți pentru toate segmentele 
se le putem considera în modul de mai sus în cele două desene. Unghiul u 
Souă direcţii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzător din 
“el de-al doilea (aceasta și dă senzaţia de asemănare). Considerind ceu mai 
simplă figură-triunghiul-ajungem la definiția de mai sus. 

La tel putem să gindim privind două hărţi ale aceleiași regiuni făcute 
la scăvi diferite. 3 

txiată trei teoreme ce se numesc cazuri de asemănare ale triunghiurilor, 
ale căror enunţuri sint analoage cu cele trei Vazuri de congruenţă, Înainte de 
« le enunța şi demonstra, să observăm că dacă A ABC = A A'BIC'4i A, 
A ABC A A"B'C", atunci A ABC — A ATB'C", cu alte cuvinte “un 
triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea cu orice triunghi con: 
gruent cu triunghiul dat. 

Cazul A de asemănare. Două triunghiuri ce au un unghi conruent şi: 
aturile ce-l formează proporționale sint asemenea (fig. 1.21), 


A S 
pr 7 
5 Fig. 12 
8 Re E 


Conoluzia 


2 Ap” 0 ree pierre N AR 
XA XA ap — ac rd ag Piso aia 


% aa 


Cazul 2 de asemănare. Două trisinghiuri ce au două unghiuri zespectiv 
conerueme sint asemenea (Lig. 1.22; 


a Fig. 1.22 


8! C 


Ipoteaa Concluzia 
XA A, XB=X PB A ABC = A ABC 

Cazul 3 de asemănare, Două triunehiuri ce au cele trei laturi propor- 
ționale sint. asemenea (fig. 1.23). 


A , 


5 Lă 
Fig. 1.28 be 


Ipoteza Coneluza 
s: A ABC = AAC, 


AB - 50 
Demonstraţiile celor trei teoreme au o parte comună. Anume, 


A Considerăm pe semidreapta AB un punct B, astlel cu A, ", 
ducem prin B, paralela lu BC şi notăm cu C, intersecţia vi cn AC (in. 1.24) 
A 
Fig 124 
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Conform teoremei fundamentale a asemânării avem A ABC = A4 BIC, 
Deci XE XAB,C, AB a Pi = AC 


AB bo 40 
“--  Rămine de demonstrat că A ABC, SA 4'B'C' (şi observaţia dinem- 
tea enunțurilor va încheia demonstraţia). Aceasta se va tace în mod diferit 
pentru fiecare din cele trei teoreme. folosind cazul de congruență corespunzător. 


Cuzul 1. Din AB AG, AP AC. şi A'B'==AB, deducem 
A AB AC AB AC 
AC, 4'0" şi cazul 1 de congruență arată că A ABC SA AB'O' 
Cazul 2. Din X B = XA BC, şi X B = XX B' deducem că I-A BC = 
328" și cazul 2 de congruență arată acum că AAB,C, = A ABC. 
Casai 3. Dim AF e PE A, AI a RE a CĂ pi ABS 
AB Bo AȚ pe Bo CA 
48 deducem BC, = BO! și AC, 2 AC! și cazul 3 de congruență, avută 
că A ABC, E AA'BC, qre.d. 
Credem că după parcurgerea acestui purugrat este clar de ce jluorema 
de la pag. 14 a fost numită „teorema fundamentală a usemănării”, 
Observaie. Relaţia de asemănare intre două triunghiuri are următoarele 
proprietăţi: 
a. Hste reflezivă; adică orice triunghi este asemenea cu el însuși. 
b. Este simetrică; adică dacă un triunghi este asemeneu cu un ul doilea 
triunghi, atunci și al doilea triunghi este asemenea cu primul, 
€. Liste tranzitivă; adică două triunghiuri asemenea cu al ireilea sint 
asemenea. 
Proprietăţile a, b, e sint consecinţe ale definiţiei, sau, mai simplu, ale 
cazului 2 de asemiinare. 


3. Probleme I 


9. LTOD:CDe o ————————————— 


1. Demonstraţi că două triunghiuri echilaterale sint asemenea. 

3. Două triunghiuri dreptunghice isoscelo sint asemenea. 

3. Dacă A ABC = A A'B'C' şi dacă D şi D' sint intersecțiile lui 
HC vespentiv B'C' cu biseotoarele unghiurilor din A respectiv A' atunci 
A ABD =A 4'B'D'. 

4, Aceeaşi problemă ca la 3 pentru mediane în loc de biseotoare. 
Aceeași problemă pentru înălţimi. 

6. Raportul razelor cercurilor înscrise în două triunghiuri asemenea 
este egal cu raportul „din definiţia asemănării“ 

(7. Aceeaşi problemă pentru razele cercurilor circumsorise. 

3. Enunţaţi și demonstraţi o teoremă ce ar trebui să poarte numele 
zul 2 de asemănare a triunghiurilor dreptunghice“. 

Într-un triunghi, produsul dintre o latură a sa și înălţimea cores- 
punzătoare ei este acelaşi pentru toate cele trei laturi. 

10. Într-un triunghi dreptunghic A BC se duce înălţimea AD cores- 
punzătoare ipotenuzei. Să se demonstreze că AB* — BD: BC şi că 
AD: = BD- DC. 

11. Se consideră un segment AB şi un punct J/ în interiorul său, 
Se construiesc, de aceeaşi parte a dreptei AB, pătratele AMNP și 
BMDC. Să se demonstreze că Lo 
M în interiorul segmentului AB. 


este același, oricare ar fi poziţia lui 


12. Să se construiască un pătrat care să aibă două virfuri alăturațe 
pe latura BC a unui triunghi, iar celelalte două virturi pe cite una din 


celelalte donă laturi ale triunghiului. 
13. În figura 1.25 ABCD şi AMNP sint pătrate, £ este mijlocul lui 


BC şi O este mijlocul lui MN. 


MB. 


a. Arătuţi că PD 


b. Arătaţi că AE „A£, 
Fo AM 
e. Arătaţi că A MST = A PSA. A 
14. În figura 1.26 ABC şi CDE sînt triunghiuri echilaterale. 
A 


= 


- E 
Fig. 1.26 D 
8 

Să se demonstreze că: 

a. BE AD. 

b. AAGF=ABCP » 

e. A EGN = A DON. 

15. Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi ABC ducem per- 
pendioulare pe AB, AC; fie P respectiv Q picioarele acestor perpendicu- 
DP AC 
PE ae. 

16. Triunghiurile ABC şi MNP au XA = = 905, XB = 37, 
„ACP — 53%, Să se demonstreze că sint asemenea. 


13. Se ştie că A ABC—A DEF, AB = 9 cm, BC = 5 cm, AC = 
= 10 em, DE = 99 cm. Să se calculeze EF şi DF. 


lare. Să se demonstreze că 


Aplicaţie practică. Determinaţi, pri Taăsurători. distanța dintre casa 
şi pomul din figura 1. 


| 

! 
! 
i 
! 
i 
| 
| 

M 


Ari are so măsurăm divuct, cuuza lacului, Procedim astfel. 
sn un punet M (şi-l marcam, de exemplu, eu un ţăruș). Măsurăm distan- 
MI și MP si găsim, de exemplu, CU = 250 m, MP = 150 m. Măsnrăra 
iul CMP și găsim, de exemplu, ACID = 60. 

Dosenâm apoi pe birtie un triunghi CAP asemenea cu A CMP astiel; 
May de 60. alegem un punct pe M'z oarecare, de exemplu 


um un unabi 


acttel incit MC = d om tun ustlel de punet incape pe hirtie, ceea ce nu s-ar 
1 imtimplat duvă incercam să desenăm un triunghi congruent cu A CMP) 
și apoi mlegem un punct P pe Ay asttel încit iri Să WE, 


adică MP" = 3 cm. 
Măsurăm distanța CP" și găsim aproximativ 44 cm. 


MP este asemenea ci triunghiul CMP. conform cazului 1 
ci EP — 3250 da 


“Trivaghiul 


de asemănare. Rezultă că unde deducem 


că distanța CP dintre casă şi pom este de o aaiadatav 220 m. 
Observaţie. Vom învăţa mai tirziu să caleulăm CP, cunoscind MC, 
MP şi CUP. mima 
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1. Determinaţi prin măsurători distanța de la A la B, unde / este 
imaecesibil (fig. 1.24). 


2, Determinaţi prin măsurători distanța între punctele A şi B, 
fără a „vizita“ inaulele (fig. 1.30). 


3. Explicaţi cum determină elevul din figura 1.34 înălţimea copa- 
cului şi cum trebuie el să-și construiască, din punct de vedere geome- 
tric, instalaţia, 


Big. LA 
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PUTEREA UNUI PUN 
PAŢĂ DE UN CERC 


“Teorema urmâtoare este o aplicație a asemănării triimghiurilor. Ea ar 
ti apărut ca o problemă la paragraiul respectiv, dacă n-ar îi prezentat o impor 
tanţă deosebită prin consecințele ei, ce vor ți enunțate în paraeratul următor. 

Urmărind demonstraţia acestei teoreme. este bine să fiți atenţi la „cores- 
pondenţa vîrturilor“ din triunghiurile asemenea ce vor apărea, pontru a [ii 
siguri că veţi serie coreat relaţiile ce vor rezulta din asemânarea acelor triun- 


ghiuri. 


Daeă printa=un punct fix 17, nesituat pe tu dat, Amen n second ce 
tale cercul în A. BE, atunci produsul MA AAA este același pentru toate seean= 
tele ee tree prin JI. 

În demonstraţie vam deosebi două cazuri, 

Cazul 1. M este în interiorul cercubii «fig. 1.42), 


Pia 182 


Cimeluzia 


MA- Mn = MC: MD 


Demonstraţie. A MAC = PS MDB (oana! 2) dvouree SEA MC DMA 
(opuse la vit) şi XM JMDB (ambele au ca mâsură jumătate din 
măsura aronlui CX). Drositl AC de unde, scriind că produsul mezilor 
este egal ou al extremilur, obținem concluzia dorită. 


Cazul 2. M este în exiriorul cercului (fig. 1.33). 


Fie 1.23 


Concluzia 

MA- MB = MC- MD 

Demonstraţie. AMAC = A MDE (cazul 2) deoarece 3 A MC = XDMB 

(identice) şi XX MAC 2 XX ADE (ambele au ca măsuri jumătate din cea a 
MC. 


arcului BĂC). Deci MA ete., q-e.d. 
MD MB 


Observaţie. Teorema este adevărată, în cazul cind M este exterior cer- 
cului, şi pentru tangentele duse din J/ la cerc; pe o tangentă, punctele A şi B 
coincid. Demonstrația se face la fel; pentru a nu ne baza pe o proprietate a 
tangentei, să observăm, pe figura 1.34, în care O este centrul cercului, că 


3 MAC = 90" — 3% OAC = A (180 — 23040) =A1 x 400 = 2 4X€ 


(unde am omis a mai serie „măs"). 


A 


Fig. Ia x 


2) G> da, 


Teorema de mai sus ne conduce la următoarea: 

Detiniţie. Pie M un punet şi (C) un cere. 

a) Dacă M este în exteriorul cercului, numim „puterea lui JM 
aţă de cere“ valoarea MA - MB, unde A şi B sînt interseeţiile unei drepte 
oarecare ce trece prin JA eu cercul (C), Iată cu semnul +. 

b) Dacă M este pe cere, spunem că puterea lui faţă de cere este O. 

c) Dacă M esto în interiorul cercului, numim „puterea lui M 
aţă de cere“ valoarea MA - MB, unde A şi B sînt intersecțiile unei drepte oare- 
care ce trece prin M cu cereul (C), mată eu semnul —. 


*Punct de putere pozitivă 
fată dec) 


Punct de. putere nulă . 
ia 0 Eni ja „față de (C) 


„Punct de putere negativă 
fată de (C) 


Observaţii. A. Ce ne-ar fi impiedicat să dăm definiţia de mai sus inainte 

de a demonstra teorema? Dacă vrem să definim „puterea unui punct M faţă 
„de un cere (0)* aceusta trebuie sa fie un element, în cazul nostru un număr, 
care să depinda numai de punctul A şi ue cercul (0). Examinind definiţia de 
mai aus, vedem vă numărul JA - MB deiinit im ea poate în principiu să 
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depindă nu nurăai de M.şi de cercul (C) ci și de „direcţia“ secantei MA, că 
alte cuvinte, încercînd să: calenlăm puterea lui A faţă de vercul (C) există 
„pericolul“ de a obține reznltate diferite dacă folosim secante diferite. Dacă 
intr-adevar aşa ceva s-ar intimpla. am spune că „definiţia este incorectă“. 
Teorema de mai sus arată că aşa cava nu se intimplă, deci că definiţia „este 
corectă“, adică, orienm am alege secanta -)/Af, obţinem aceeaşi valoare 
pentru MA: MB. 


De va considerăm puterea unui punct faţă de un cerc ca avind semnul 
+ san —, după cum punctul este în exteriorul sau in interiorul cercului! 
Este primul pas pe valea „folosirii numerelor nega! live in geometrie“ în acest 
manual. Ştim em: fiind dat un punct A pe o dreaptă d, alegeţi 
ttel incât segmentul A 42 să aibă 2 em, problema are două 


Ii 2 nu este pi 


a ducă spu 


pe un pune / 


soluții, deci pozi izată prin fraza de mai sus. Această ne- 
“eterminare poate Ti tlătu nd, în loc de sezimente AB, care sint 
tot unu en 24, segmente porientate“ AB, care nu vor fi socotite drept tot 
legem „un sens“ (materializat printr-o semi- 
ureaptă u ci a) şi vom conveni să consiilerăm, dacă segmentul AB are de 
exemplu 2 em. că segmentul orientat AP are +2 cm dacă semidreapta A £ 
are același sens ou semidrenpta s (deci dacă este conținută în s san conține 
pe s) şi că mentul orientat AJ are —2 em dacă semidreapta AB este de 
sens contrar en semidrenapta s (deci dacă n-are puncte comune cu £ sau dacă 
intersecţia lor este interiorul unui segment) 


una cu A. Pe o dreaptă dată d 


semidreapta s 


d. 4 — ei —— 
8 = e DE FA G Fig. 136 


AB=-2cm  EF=+2cm 
“CD=.2cm  GH=-2em 


După nceustă convenție, dacă avem o dreaptă d, o sem 


lreaptă a su. 
sun punct A pe d şi un număr a pozitiv sau negativ, putem găsi un punot! 
B pe d şi numai unul astel incit inngimea segmentului orientat 42 să fie q.. 


În cazul de tață um 


putut ocoli discuția de mai sus, definind puterea pune- 

zate; cea mai waturală alegere ar Ji fost; gecanta 
de cere). Pe de parte o asitel de deliniţie ar fi 
toat artificială, îar pe de altă parte nu în toate cazurile in care se dau definiţii în 
situaţii cum este cea descrisă mni sus se pat alege astiel de „obiecte privilegiate 
cuin a fost aici secanta ce trece prin centru. 7 : 


lui cu ajntornl uci secante pr 
ue trece prin centru cercului fa 
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Dagă acceptăm şi segmente orientate de forma AA, de lungime nulă, atunci 
- cele spuse sînt valabile şi în cazul a = (i. Vora reveni la această problemă la 
pag. 84. 

În cazul puterii punctului faţă de cere, în definiţia de mai sus, este clar 
că, oricum am alege sensul pe secanta MAP, sogmentele orientate MA și 
MB.xor avea acela 
şi vor avea sensuri deci semne contrare cînd J/ va fi în interior. Cind JM este 
pe cere, unul din aceste segmente este nul. Deci produsul MA - MB al lun- 
gimii segmentelor orientate MA, ME va fi pozitiv cind JM va fi în exterior, 
nul cind M va fi pe cere şi negativ cînd JM va fi în interior. În aceșt mod 
„se, explică“ definiţia de mai sus. 


sens, deci acelaşi semn, cind 4 va fi în exteriorul cercului 


Problemă rezolvată 


“Tudorică, elev îni olasa a 7-a îşi pune problema la ce distanţă trebuie el 
să se aşeze în faţa statuii lui Mihai Viteazul, astfel incit ea să-i apară cit mai 
mare, x 

Evident astfel pusă problema de Tudorică ea nu poate fi rezolvată pen- 
tru că eate formulată destul de imprecis. Ce înţelege Tudorică prin „cit mai 
mare“? E vorba de înălţimea statuii? Nu, mi-a precizat "Tudorică, este vorba 
de unghiul a pe care îl „mătură“ privirea mea, de la copita calului pînă la 
virful săcurii (fig. 1.37). Îi atragem atenţia lui Tudorică asupra faptului că, 


Fig. 1.37 


dacă stă foarte aproape, s-ar putea să nu mai vadă nici copita calului ci 
numai. soclul şi nici virful securii, ci numai creștetul şi urechile calului. Din 
câuză că statuia are „relief“! Și atunci Tudorică a acceptat să simplifice pro- 


blema: a formulat-o astfel: segmentul AC este perpendicular pe dreapta Az 
(fig. 1.38), B este un punct fix interior segmentului AC. |inde trebuie să se, 


|ă Fig. [98 


plaseze an segment MN (N E A şi MN | Az) aste îngit A MC să tie 
misi. 

Vor simplifica şi mai mult problema. Este evident că segmentul MN 
vaprezintă înălțimea £ de la tălpile Imi “Tudorică pină la nivelul ochilor săi, s 
diferenţa dintre înălțimea A a soclului și / și r înălțimea statuii. Se cere 


distanța d = NA. Mai desenăm o dată figura (fig. 1.39). 


Fig. L39 


M Mă P 


Afirrmâm că punctul M cântat se obţine astial: ducem prin C şi 2 un cere 
tangent la Pa”. M, punctul de tangenţă este cel căntat şi MP = a. Într-a- 
devăr pentru orice punct M aşezat mai departe sau mai aproape de P, unghiul M' 
va fi mai mie decit jumătatea arcului BC (fie că din se mai scădem 


măsura unui are dat de pildă S7 , fie că, dacă punctul este „prea aproape“ de P, 
soădem ceva din „mai puţin decit arcul ia)] 3 


Bine, dar care este în fond distanța: a? Este a == V3ŢEȚA). Cu alte 
cuvinte, media proporţională intre diferența dintre înălțimea soclului şi a lui 
“Tudorică, eu diferența dintre distanţa de la sol pînă la virful securii statuii 
şi înălţimea lui Tudorică. Evident apare niai uşor de rezolvat problema decit 
de formulat nematematic soluţia ei. 

În multe din explicaţiile care se dau cu ajutorul ei matematica devine 
a formă de exprimare mult mai simplă. Numai că trebuie să ne obişnuim cu 
ea... 


5. Probleme 


gs 


unui punct exterior unui cere faţă de acel 
cere este egală cu pătratul distanţei de la acel punct la punctul de 
contact al tangentei dusă din el la cere. 

2. 'Tangentele duse la: două cercuri secante dintr-un punct situat 
pe dreapta ce trece prin cele două puncte comune celor două cercuri 
(și în exteriorul celor două cercuri) au lungimi egale. 

3. Dacă un punct are puteri egale faţă de donă cercuri secante, atunci 
el este situat pe dreapta ce uneşte cele donă punele comune celor două 
carouri. 

4. Care este locul geometric al punctelor ce au puteri egale faţă de 
donă cercuri tangente? 

3. Trei cercuri cu centrele necoliniare sint secante două cite dona. 
Să se arate că cele trei coarde comune sînt concurente. 

6. Se dan două segmente u, e. Construiţi un segment de lungime 
Vie 

7. Se dau două puncte A, FE şi o dreaptă d. Să se construiască un 
cere ce trece prin A, i şi este tangent dreptei d (A, B sînt în acelaşi 
semiplan faţă de dreapta d). Cite soluţii are în general problema? Care 
este cazul de excepţie? 

S. Daţi o nouă demonstraţie teoremei de la pag. 28 în cazul cînd 
M este exterior cercului, arătind asemănarea altei perechi de triuughiuri 
decit, cea considerată în demonstraţia dată acolo. 

9. Daţi o nouă demonstraţie teoremei: dacă într-un patrulater convax 
diagonalele formează cu două laturi opuse unghiuri congruente, atunci 
unghiurile opuse ale pateulaterului sint suplementare. Nu se va folosi 
nicăivri în dumonatraţie noţinnea de cerc! 

10. Se consideră un cere, un punct fix M nesituat pe acel cere şi un 
număr (pozitiv) k. So consideră un pune A pe cerc și punctul A de pe 
semidreapta J/A pentru care MA - MB — k. Care este locul geometric 
al lui P cind A parcurge cercu 

11. Care este locul geometrie din problema 10, în cazul cind JM se 
ailă pe cere? 

E se considera un patrulater inseriptihil ABCD. 

a. Să se construiască un punct A, de aceeaşi parte a lui APD ca şi 
B şi C, astiel ca AAMD = AABC. 

b. Descoperiţi pe figura lormată alte două triunghi 

e. Demonstraţi că AC- BD = AD- BC + AB-CD. 

13. Reluaţi construcţia din problema precedentă în cazul unui 
patrulater convex oarecare ABC şi demonstraţi că, dacă AC- BD — 
— AD: BC + AB: CD, atunci patrulaterul este inseriptibil. 


se arate că puterea 


i asemenea, 


8 — Maematică-geometrie, cl. a VII-a 33 


> M4.-C6 devine enunţul problemei 5 dacă două din cercuri sint lan: X 
gente, iar'ul treilea este secant cu fiecare din ele? Folosiţi rezultatul 
pentu a construi un cere ce trece prin două puncte date şi estel tangent 
la nn cere dat. = 


RELAȚII METRICE ÎN 
TRIUNGHIUL DREPTUNGUIC 


Pontru a dediice'o primă consecinţă a teoremei din paragraful precedent 
(ieoremă care se va numi „teorema aspra puterii punctului faţă de vero”), 
să considerăm un triunghi dreptunghic ABC cu ÎZA =— 907, să ducem cercul 
de centru 4 şi rază AP şi să considerăm intersecțiile sale D şi Z cu BC. 


Fig 140 


A [ej 


ereul va fi tangent în A la AC, iar BE — BD = BA. Teorema asupra 
puterii punetului € faţă de acest cere ne spune că AC: = CH: CD = (CR + 
ADUCI — AB) = CAB Obţinem, ca primă. consecință a teoremei 
puterii punctului faţă de e : 


Teorema lui Pitagora. Într-un triunghi dreptunghic, suma 
pătratelor catetelor este egală cu pătratul ipotenuzei. 


8 


Fig Li 


A CC. 
BC AB2AC” 7 
importanţa acestei teoreme este foarte mare. Ea reprezintă soluţia 
uni probleme de tipul: se cunosc lungimile a două laturi ale unui triunghi 


i măsura unghiului cuprins între ele, să se caleuleze lungimea celei de-a 
treia laturi (unghiul cuprins avînd o valoare particulară, de 907). 
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Altă consecinţă a teoremâi puterii punctului [aţă de cerc se obține ducind 
un diametru A al unui cere, alegînd un punct C pe tangenta în A la cere 
şi considerind celălalt punct comun D al dreptei CE şi al cercului (fig. 1, 42). 


(e: 
(2) 


Fig. 1.42 


A 8 


O 

Nom avea AP_LAC, ADU AC şi AC=CB-cb., 

Cum orice triunghi dreptunghic se poate considera în situaţia triunghiu- 
Imi „AC din figură, obținem: 

Meorema catetei.. într-un triunghi dreptunghic, o catetă este 
medie proporțională între ipotenuză şi proiceţia neestei catete pe ipotenuzii*, 


ee . 

(2) AC=C8B- CD 

Fig. La AB“=BC BD 
A 2) 


În fine, să considerăm un panel PD în interiorul unui cere şi să ducem 
diametrul BC şi cosda AA” perpendiculară pe acest diametru ce trec prin 
D (fig, 144). 


Fie La 


Avem AD= DA', XBAC = 9 iar DR: DC = DA: DA' = DAS 


Daci: 


* Prin proiecţie a unui punct pe o dreaptă intelegem piciorul perpendicularei. dnse 
din acel punct pe acca dreaptă. Proiecţia unui segment este segmentul determinal. de 
proicaţiile capetelor sale; se poate evident intimpla ca proiecția unui segment să se „reducă“ 
la un punct. 
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Teorema înălțimii. într-un triunghi dreptunghic, înălţimea 
dusă dim vietul unghiului drept este medie proporțional între cele flouă seg- 
meute determinate de ea pe ipotenuză. 


A 
AD*-D8:DC 


Fig. 145 


[=] D [oi 


Observaţie. 'Teoremu catetei şi teorema înălțimii se pot demonstra şi 
obeorvind că AABC = ADAC şi că AABD = ACAD şi alegind, din relaţiile 
de proporţionalitate ale laturilor, cite donă rapoarte egale, relativ la care se 
sorie egalitatea dintre produsul mezilor şi cel al extremilor. 

Cele trei teoreme de mai sus ne permit să „stăpinim situaţia“ din ligura 
1.46, în care este desenat un triunghi dreptunghic ABC şi înălțimea sa AD 
dusă din virtul unghiului dropt A. 


A 
AB LAC 
ADLBC pie. 146 
[=] D G 


Mai precis, aceste teoreme ne permit, cunoscind lungimile a două din 
cele gaze segmente ce apar în figura I. 46 — două catete, ipotenuza, înălţi- 
mea, cele două proiecţii ale catatelor pe ipotenuză — să calculăm lungimile 
celorlalte patru. 'Ținind seamă şi de „simetria situaţi nu a figurii!), se pot 
formula nouă astfel de probleme. Donă din ele sint nai dificile şi vor fi rezol- 
vate în continuare (problemele Ivate 2 şi 3). Vom începe cu'una din cele 
simple, îar celelalte şase var fi obiectul problemelor 4—6 ce le veţi avea de 
rezolvat. 

Problemă rezolvată 1. Întm-un triunghi dreptunghice ABC, lungimile 
ca lor sint AB = 4 cm şi AC = 3 cm (fig. |, 47). Să se determine lungi- 
mile ipotenuzei, a înălţimii şi a segmentelor determinate pe ipotenuză de 
piciorul înălţimii. 


A 
90 


90? 
8 DR o e 


Ipoteza Concluzia 
' AB AC.AD L BC BC = m, AD = 
AB=4 40 =3 BD CD = 


Resoloare.. Din teorema lui Pitagora deducem BC? = AB? + AC? = 
ae deci BC 5. Din teorema catetei deducem AB? 
= BD- BC, geci BD = a adică RD = e. Avem acum două posibilită 
na i coat în a apliba teorema catetei pentru AC, cealaltă 

3 


În fine, avem trei posibilităţi 


de a caleula CD: 
în a sere CD = — BD 


de n calcula AD: teorema Imi Pitazora în dreptunghiurile dreptunghice ABD, 


9) 


ACD și teorema inaltimii. Prima dă AD = VAB BD = Ve —| 


imersie Din AABE= ADAC deducom şi au 2 EC euu AB -A0 = 
= AD: relaţie care oforă o a patra posibilitate de calcul al lui AD. 


Aceustă rolei nu reprezintă altceva decit paria -lui A BC, caleulată in două 
mmechuri” 162). 

Problemă. rezolvată 2. Înte-un triunghi dreptunghic ABC cunoaştem 
lungimile ipntonuzei AC — a și ale înălțimii AD — h. Să se determine lungi 
mile proiecţiilor BD. DC ale catetelor pe ipotenuză (fig. 1. 48) 


| 


Fie L45 >, 
[=] 02 c 
Ipateza - Caneluzia 
AB AC. ADU BC BD CD = 
BC = a. AD =h 
e Rezolvare. Unshiul BAC fiind drept, rezultă că BC este un dinmetru at 


cercului circumscris triunghiului ABC. deci cer 10 al acestui cere se află 


la mijlocul Imi BC. Deducem 04 = BC = 


i nenm este simplu de con 


tinuat: teorema Imi Pitagora în AOAD dă 0D VI) h2 şi abţinem 


ultat BD=B0 +0D = + VI:j m, ED = co — 00 = 


V[:) — pe Ex 


astfel figura încit DD să fie intre 0 şi C. 


ident că ncest rezultat corespunde modului dea 


aşi k fiind date, condiţia necesară şi sulicientă de existenţă a triunghiu- 


lui: din enunţ este h < € “A (aceasta este condiţia necesară şi suficientă ppntru a 


putea construi AOAD..). 
Odavă determinate 20, CD, putem calcula AB, AC aplicind teorema 
lui Pitagora în AABD, AACD. 5 


Ohservaţie, Ţinind seamă de teorema înălțimii, formulele obținute rezolvă 
şi problema: cunoscind suma d și produsul /? a două numere (lungimile BD, 


CD), să se afle cele două numere, Verificaţi şi cu ajutorul cnleulului algebric 


aceasta, 

Prahlemă rezoloată 3. Îmtr-un triunghi. dreptunghic ABC se cunose 
lungimile unei catete AC și a proiecției AD a celeilalte capete pe ipolenuză, 
Să se ae lungimile ipotenuzei BC şi a proiecției CD a celeilalte catete pe ipo- 
tenuză (fig. 1.49), 


A 


Fig. 1.49 
ED 9 E [ei 
T 
Ipateza Concluzta 
ABL AC, AD L BC. BC = m CD = 


AC=b BD=d 
Reznlvare. Să consideriim cercul de diametru BD şi să ducem o tangentă 
CT la acest cere. Fie 0 centrul cercului. 'Peorema catetei spune că AC? = CD - 
„CB. inv teorema asupra puterii punctului că (72 = CD- CB. Doducem că 
CT = AC => h Avem OT L CT și teorema Imi Pitagora în ACTO dă CO = 


pă e bţi BC = CO +08 = 4 d): i D= 
VE) +»: + pa; obținem + V(*) a pe iar C 


= co —0p = VE 


Oricum am alege două numere P, d, există un triunghi ce îndeplinește 
condiţiile din enunţ (se construieşte A COT cu XT = 9 ele.). 
Formulele obţinute rezolvă şi problema: cunosind diferența d şi pro- 
dusul 2 a două numere (lungimile CB, CD) să se afle cele două numere (veri- 
ficați aceasta şi prin algebră). 
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6. Probleme 


1. Ipotenuza unui br ptunghic est de 4 
entote aste de 5 em. Aflaţi cealaltă catetă, înălțimea şi proiec: 
telor pe îpotenuză. 

O catată a unui triunghi dreptunghic este de 10 cm, iar înălțimea 
de S ema, Aflaţi celelalte elemente ale triunghiului. 

O catetă a unni triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar proiecția 
> ipolenuză de 9 em. Aflaţi celelalte elemente. 

1. Înălţimea unni triunghi dreptunghic este de 24 em, iar proiecția 
ue watele pe ipotenuză de 10 cm. Aflaţi celelalte elemente, 

3. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de dU cm, iar proiecția 
unei culte pe ea este de 5 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

At, Proiecţiile catetelor unui triunghi dreptunghic pe ipotenuză sint 
da 7 cm şi 63 cm, Aflaţi celelalte elemente. 

Enunţaţi şi demonstrați o reciprocă a teoremei i Pitagora. 

5, Dedueeţi teorema Pitagora din teorema catetei. 

9. Hadaotaţi o demonstraţie a teoremei lui Pitagora fără a folosi 
vi. și nici teorema catetei (însă reconstituind figura 1.40). 

1. Care este lungimea diagonalei unui pătrat de latură a? 

11. Cave este lungimea înălţimii unui triunghi echilateral de latară 
4 om A 

12. Ipotenuză unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm. Să 
se calenleza catetele triunghiului. 

13. Un triunghi dreptunghic are o catetă de 5 cm, iar unghiul opus 
oi aste de a. Calenlaţi lungimile ipotenuzei, a celeilalte cateta, a înăl- 
țimii ot 

14, Într-un trapez dreptunghic, bazele an 10 cm şi 7 cm, iar latura 
neparalelă perpendiculară pe ele esta de 4 cm. Calculaţi lungimile celei- 
lalte laturi şi ale diagonalelor. 

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 em şi 7 cm, iar una din 
diagonale de 113 cm, Să se calculeze lungimile laturilor neparalele și a 
celeilalte diagonale. 

16. Un triunghi isoscel are laturile congrnente de 10 am iar baza de 
3 em. Calculaţi înălțimea corespunzătoare bazei. 

17. În problema precadentă calenlaţi şi celelalte înălțimi ale triun- 
shiului. 

18. O coardă a unui cere de rază 15 cm are bingimea de 8 cm. Caleu- 
laţi distanţa de la centrul cerenlui la acea coardă 

19. Care este cea mai mică putere ce o poate avea un punct. față 
de un cere de rază Zi? Care este punctul de putere minimă? 

20. Care este lungimea tangentei dusă dintr-un punct la un cere 
de rază 3 em, dacă distanţa de la acel punct la centrul cercului este 
de 8 cm? 


-m, iat una din 
ile cate- 
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21. Caleulaţi lungimea tangentelor comune a două cercuri tangente 
exterioare de raze £ şi r. 

22. Calculaţi lungimile tangentelor comune exterioare şi interioare 
a dană cercuri de raze 8 em şi 5 cra, dacă distanța dintre centrele lor 
este de 20 em. r 

28. Daţi diferite metode de a construi un segment de lungime V/uc, 
a şi e fiind lungimile unor segmente date. 

24. Găsiţi un triunghi dreptunghic astiel încît lungimile laturilor, 
a înălțimii şi a proiecţiilor catetelor pe ipotenuză să fie toate numere 
întwegi. 


25. Latura unui romb « te de 11 cm, iar lungimea unei diagonale 
de 15 om. Este această diagonală mai mare sau mai mică decit cvalaltiă 
diagonală? 

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cra iar una din laturi cate de 
7 cm. Este acea latură „lungimea“ sau „lăţimea“? 

27. Un patrulater APCD înscris într 
gonalele perpendiculare, depărtate de centrul cercului la 7 em respee- 
tiv 15 em. Să se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Să se cal- 
culeze şi lungimile diagonalelor şi să se verifice relaţia din probloma 12 
adică AH- CD AD BC AC- BD. 

28. Enunţaţi o reciprocă a teoremei înălțimii care să lie incorectă! 

29. Într-un triunghi ABC, unghiul A este ascuţit dacă şi numai 
dacă BO AB ACE. 


care de rază 25 em are dia- 


Observaţie. Desigur că aţi rezolvat cu uşurinţă problema 10, aflind 
astiel că lungimea diagonalei unui pătrat de latură 1 em este )/2em. Deci 
construcţii simple aplicate unor sezmente cu lungimi raţionale (chiar tatregi) 
conduc la segnonte de lungimi iraționale. Descoperirea acestui fapt a produs 
9 mare surpriză în lumea mutematicienilor greci, înaintea erei noastre, 
Există Lotugi triunghiuri dreptunghice ale căror laturi um toate trei 
lunsgirai întregi. Unul din ele este cal de catete 3 şi A şi de ipotenuză 5. Rezole 
vind probleme aţi întilnit probabil şi altele. Se cunoaşte forma generală a 
wipletelor de numere naturale =£ 0 (2, p/, 2) pentru care a? + pe — 2%, anume 
e = Rp — pe  2hpq Hip +92) sau acelaşi cu  permutat, cu g, 
în care ki pop sint numere naturale, p > q şi, pentru a evita repetițiile, se 
presupune că p şi 4 s me între ele şi sint unul par şi celătalt impar, 
Prezenţa factorului Je este îşor de înţeles dacă avem în vedere noţiunea de 


triunghiuri asemenea. Să dăm citeva exemple, toate cu k =1.p=2,9=—1 
dă 8.4 3, q = 2 dă (6; 12,13), p= 4,0 —1 dă 05,8,17),p=4, 
q = 4, 25), p = 5,42 dă (24, 20, 29), p=5,q9=4 dă (9, 40, 


41) ete. Puteţi folosi aceste triplete pentru a compune voi înşişi probleme 
în care să nu „apară radicali“ în cursul rezolvării lor. Puteţi verifica uşor 
y. = detiniţi prin formulele de mai sus verifică relaţia z? ge = 2, 


e 
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Mai greu, dar nu dincolo de posibilităţile voastre dr intelegere, este de a 
dovedi că orice triplet de numere întregi (+r. 7, 3) pentru care + pe 
se obţine prin formulele de mai sus cu e; ps 4 intregi. 


SINU 


JI, ȘI COSINU 
UNUL UNGHI 


DL 


După ce în ultimul paragraf am învățat să calenlăm, vunoseiud lungimile 
a două laturi ale unui triunghi dreptunghic, lungimea celei de-a treia laturi, 
ne vom pune aci problema de a determina, cunoscind lungimea ipotenuzei 
unui triunghi dreptunghic și măsura unuia din unghiurile sale ascuţite, lungi 
mea laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50). 


Fig. 1.50 


Raspunsul la această problemă nu se poate da cu ajutorul unei forraule 

care să conţină nimuui operaţii cu numere cunoscute pină acum. Situaţia 

nu este insă atit de „gravă“ încit să fim obligaţi să rezolvăm de fiecare dată 

o asttel de problemă printr-o măsurătoure. Anume, să observăm că dacă în 

două triunghiuri dreptunghice cu AA = AC 902 unghiurile din £ şi 

1 sint congruente atunci triunghiurile sint asemenea (cazul 2) și deci pa = 
BC 


— 205. deci cunosoină ipovenuzele lor și cateta AC din primul determinăm 


cu uşurinţă cateta A'C' din celălalt (fig, 1. 51) 


[ei 


Fig L51 
Seal 


[=] A.B A 


Cu alte cuvinte este suficient să cunoaștem raportul 22. intr-un triunghi 


ăreptunghic care are măsura unghiului B egală cu z, pentru a putea caloula 


Lai 


cateta opusă unui unghi de măsură z in orice triunghi dreptunghic căruia 
i se cunoaşte ipotenuza. 

Ajungem la concluzia că este preferabil să caracterizăm mărimea unui 
unghi ascuțit nu prin numărul său de grade, ci priv raportul dintre distanţa 
de la un punet de pe una din laturile sale la cealaltă latură şi distunța de lu 
acel punet la vintul unghiului (fig. 1. 52). Ț 


Nu a oi A Fig. 1.52 
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3 
[) M 
Raționamentul de mai sus (cu triunghiuri asemenea) ne arată că acest 


raport nu se schimbă ducă inlocuim punctul cu alt punct de pe acea latură 
sau de pe ceulaltă sau dacă inlocuim unghiul cu altul congruent. 


= PO via. 1,54 
= De Fig. 1.59 


Dbetiniţie. Dacă — c < 90”, se numeşte sin z, şi se citeşte „sinus 
de »*, raportul dintre eatetu opusă unzhiului z și ipotenuză într-un triunghi 
dreptunzhie care are unul din unehiurile sale ascuţite de măsură z. 


< 
[) 


Ann văzut mai sus că „detiniţia este corectă“ 
Veţi vedea în ultimele se de licen că sinusurile de unghiuri nu se 
măsoară, ci se pot calcula printr-o. formulă în care apare o „sumă infinită“, 
tormulă es „incepe“ astfel: 


[227 pa, (sei 
180 6 iso] 7 rzo lie 


+ Vezi lu pag. 30 sensul acestei expresti. 


sin z= 


sa 


Dăm mai jos o tabelă, (calculată, de exemplu, pe baza formulei de mai 
sus). in care figurează valorile lui sin z, cu trei zecimale exacte, pentru toți 
z exprimaţi printr-un număr intreg de grade, cuprins între 0” şi 90”. 


Ei 0 1 2 3 4 5 6 g ză 9 


u D033 0,052 0,070 0,087 0405 0,422 


Av 0,208 0, 0,242 0,259 0,276 0,292 
20 0,375 40.391] 0,407 0,423 0.438 0,454 
30 0,0 0.505 0,574).0,588 0,602 
au 0,660 0,682 0,695 0,707 0,719 0,731 0,748 
5u 0,758 0,799 0,809 0,819 0,829 0,839 0,848 


50, 0,866 0,575 0,883 0,804 0,599 0.906 0,914 0,921 0,927 UA 

7 D940 0,946 00BL 058 D.UGL D966 0,70 0,974 0,978 0,2 

30 |, 0,085. 0.985 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 -0,999 0,999 1,000 
(ultima valoare este 1,000 prin „rotunjire prin adaos") 


Cu ujutorul acestei tabele putem răspunde la două tipuri de întrebări: 

1) Să se ate sin 23. Găsim din tabel sin 28 = 0394; mai previs, 

deoarece tubelul conţine valori aproximative numai: 0,8905 « sin 232*<0,3915, 

29 Sinusul unui unghi este 0, 

Din tabel găsim că sin 18 = 0 
cuprins Între 18 şi 19. 


Care este măsura 7 a acelui unghi? 
3 = sin 19%, deci z este 


9 < 


Există şi tubele mai precise, cu mai multe zecimale; şi din olp în, 
minut“ ete, - 


"Obseredţia 1. Putem determina măsura z a unui unghi şi dacă ştim de 
exemplu că sin r 
< 30, 

2. Din cele cunoscute pină acum putem deduce valoarea exactă a sinu- 
surilor a trei unghiuri. Știm (teorema lui Pitagora) că într-un triunghi drept- 


— 046. Din tabel obţinem 9 < 2 < 10” deci 18 < z < 


unghie isoscel de catetă « ipotenuza este a V2. 


Deci sin 45 = 


43 


Știm că intr-un triunghi dreptunghic de ipotenuză d ce are ui unghi 
eve scompletind“ tri 


ascuţit de 20” cuteta opusă acelui unghi este“ (deva 
hilateral, fig. 1. 36). 


unghiul se obține un triunghi e 


Deci sin 30 = 


În acelaşi triunghi lungimea celeilalte catete este 2 Vă (veorema lui Pita- 


nora) deci sin 60 A 
Problemă rezulvată I. Cunoscină ipotenuza și un unghi ascuţit ale unui 
triunghi dreptunghice, să se alle cntetele (fig. 1. 57). 


C 
Fig. 1.57 
Iput Concluzia 
BC =u XB= az XA =. AB m AC 
Rezotoare. Avem prin definiţie AC — sin 7, duci AC — « sin e. “Feoremna 
a 
lui Pitagora dă AB = VE ACE = E Tie = aţi FITEIA 
Mai puteam scrie, deoarece JO = 90 m şi ABmeasian CC 


= a sin(90 — e) 
Observaţie. Să remureăm că um seris sinzz în loc de (sin )2: aceasta 
este o convenţie de scriere. 
Problemă rezoleată 2, Ci 
dreptunuhie, să se afle unghii 


oscind o catetă și ipoioauza unui trium 
le triunghiului (fig. |. 58). 


C 


Lc) Pui noa 


8 A 


Ipoteza Concluzia 
AA =90, BC =a, AC=b a NEA C/a 


Rezolvare. Contorm definiţiei avem sin B = — şi avvustă relaţie consti- 


buie un răspuns ln întrebarea „care este măsura 
_ Măsura XE C se determină fie din XC = 90 — 3CB, fie din sin C = 

- VEZE (teorema lui Pitagora, sin C = 42). 
"Ținind seamă de rezultatul din problema rezolvată 1, se dă: 


Detiniţie. Dacă 00 < e = 90” se numeşte cos z și se citeşte „cosinun 
de z* numărul sin (90—2). 

Sinusul şi cosinusul unui unghi se numese și „lunctii trigonometrice ale 
acelui unghi“. 


TIM DESPRE 
ŞI COSINUS? 


a. Într-un triunghi dreptunghic ABC cu X A = 90" avem AC = BC 
sin B, AB = BC cos B (fig. 1. 59). 


[ei 


Fig. 1.59 


ză "a 
B A 

b. O <sin 2<1ş0<cos z=<l. 

e. cos & = sin(902 — a). Aceasta ne permite să folosim tabelul de la 
pagina 43 și la calculul cosinusului unui unghi dat și la determinarea unui 
unghi cind i se cunoaşte cosinusul. 

d. Din rezolvarea problemei 1 am văzut că cos z = Vi —siniz deci 
sinzz + costa = 1 pentru orice z (cuprins între 0” şi 90%). 

Aceasta este o expresie pbrigonometrică“ a teoremei lui Pitagora. 


e. sin 30 1» sin 45 = VE» sin 60% = VE deci cos 300 = VE» 


cos dă» — Vă. cos 60 = = 


TANGENTA UNUI UNGHI 


Daci 
şi C — a, atunci ipotenuza BC 


intr-un triunghi dr ftp LBC cu A = 90 cunouştem AC = 


cealaltă catelă AB — BC sin e = 


cos 2 
= se, Cu aceasta am rezolvat problema: cunoscind lungimeu unei catete 
și unghiul alăturat dintr-un triunghi dreptunghic, să se determine lungimea 
celeilalte catete, 

În rezolvarea numerică a acestei probleme, sintem in situaţia de a tace 
e impărţire a două numere (sin z şi cos z) pe care le luăm din tabelul de 
lu pag. 45. Să introducem: 


Definiţie. Se numeşte tangentă a unui unzhi e, pentru care 0 = 
90. eitul dintre sinusul acelui unghi și cosinusul său. 


os iz 


ta r= 


Tabela de valori a tangentei ușurează calculul de mui sus. 


negat ] 2 a 4 5 6 7 8 9 

II) 07 V,U52. 0,070 0,087 VU 

A V,494 0,231 0,249 0,268 0.287 

20 0384 0424 0466 0.488 

au 577 0,601 0,6549 0.700 o, 

au 0,839 0,869 0,900 0,9ă3 1.000 1,056 

ENI 1492 1,285 D7 4,376 1,483 

Gu 1,732 1,504 2246 2, 

Tu 2,747 2,904 ADI 4,381 4,703 
Bu D671 64 0430 44304 49081 281636.57.200 


Se introduce şi: 


Detiniţie. Se numeşte cotungentă a unzhiului pentru 0 ELI) 


câtul dintre cosinusul acelui unzhi şi sinusul săn, otr  PT, 
sin 


7. Probleme 
1. Examinaţi tabelul de valori al sinusului şi răspundeţi la intreba- 
rea: dacă « < y atunci avem sin z < sin y, siv 7 > sin y sau sin a 
= sin y? 


Demonstraţi apoi răspunsul (evident că tabelul, ce nu conţine decât 
valorile lui sin z pentru z întreg, nu ne poate ajuta în această demoa- 
straţie); amintiţi-vă teoremele de la „inegalităţi“ (Geometria cl. a VI-a) 
_- 2. Aceeaşi intrebare pentru cosinus, E pi a 


Lică 


3. Examinaţi diferenţele dintre valorile succesive ale sinusului din 
tabelul de mai sus: mai precis examinaţi valorile expresiei sin(z --1%)— 
— sin a pentu z întreg. Unde creşte sinusul mai repede, în zona valori- 
lor nici sau a celor mari ale lui 2? 

4. Care sint valorile lui z pentru care sin z = cos z? 

52 Ce puteţi spune despre măsura z a unui unghi ascuţit pentru 
care sin e = 0,3? Dar ducă ştim că cos y — 0: 

6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea «, iar unul din 
unghiurile ascuţite misura z. Să se exprime lungimile catetelor, ale 
înălţimii, ale proiecţiilor catetelor pe ipotenuză.* 

7. Înălţimea unui triunghi dreptunghic corespunzătoare unghiului 
drept are lungimea fe, iar unul din unghiurile ascutite ale triunghiului 
ave măsura z. Exprimaţi lungimile ipotenuzei, ale catetelor ete. 

5. Baza mică a unui trapez dreptunghic are lungimea D, latura 
„oblică are lungimea e; iar unghiul ascuţit măsura . Să se exprime 
baza mare, latura perpendiculară şi diagonalele, 

9, Intr-un cere de rază R se consideră un unghi la centru de măsură 
pe este lungimea coardei „corespunzătoare“ 

10. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bază de măsură se, iu 
Jutunile conzruente de lungime a, Să se calculeze baza, înălțimea cores- 
punziitoare buzei şi înălțimile corespunzătoare laturilor congruente, 

11. Se hose lungimile bazei şi a laturilor congruente dintr-un 
triunghi isosuul, Să se serie o relație din care să se poată determina 
unghiul do la virt al wiungbiului (relația va conţine, evident, „sinus 
sau „cosinus”). 

12. Cunosciud lungimea și lăţimea unui dreptunghi, să se determine 
măsura unghiului ascuţit format de diagonalele sale. 

13. Un punet este la distanța de 15 m de centrul unui core de rază 
3 em. Sub co unghi „se vede cercul“ din acel punct (eu alte cuvinte, 
care este unghiul format de tangentele «duse din acel punct la cerc)? 

14. Două cercuri de raze HE şi r au distunța d între centre. Sub ce 
unghi se văd cercurile din punctul de intersecție al tangentelor comune 
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare? 


zi 


15. O dreaptă este la distanța Y AE centrul unui cere de rază i: 
Care este unghiul Format de dreaptă cu tangenta la cere într-un punet 
de intersecţie al «lreptei cu cercul? 

16. În A ABC eu A 90* ducem AD LL BC. DE LABEL BC. 
Exprimaţi BF şi Al” cunoseind BC = şi XP =. 

17. Arătati că cela 

15. Arătaţi că ctg z 

19. Calsulaţi tg 29, 


S La avcastă problema ca şi la cele ce urmează se vor considera ŞI exemple numerice 


s 


20. Ce puteți spune despre unghiurile z. y dacă te z = 2.1 şi cote y 
= o, E 


21. Arătaţi că dacă r — y atunci 


— te înv eta 2 Sote g- 
22. 


şi 605. 


Determinaţi tauzunta și cotangenta unshiurilor de 305, 450 


Rezolvarea triunghiurilor oarecare 


În acest puruzrul vom rezolva cele trei probleme puse incă de anul 
trecut, Ja lecţia despre construcția triunghiurilor. i 
Problemă rezolvată |. Într-un triunghi se cunosc lungimile a două laturi 
ȘI măsura unghiului cuprins se determine lungimoa celei de-a treia laturi 
şi măsurile celorlulte două unghiuri. 


Să considerăm întii un caz coneret, în care să presupunem că „unghiul 
cuprins“ lat nu prin măsura sa ci prin cosinusul său (fim. |. 60). 
Pie. Le 
A ja 
D 
Ipoteza Concluzia 
AB = 5. AC=7, XA < 90, cos 4 = 04. BC = XC=u 
XB=. 


Rezolvare. Pentru u putea aplica relaţiile din triunghiul dreptunghic 
ce le cunoaștem, să ducem înălțimea BD. Vom avea din AABD, AD = 
= ABeos A = 5-04 = 2, BD= VIE AB — Vă, apoi DE = 7 — 


—2=5 și din ABDC, BC = VBDIF DE: = 38, sin € = Vă - 


Vas 
-y 


ag = VO565 = 087... ca n ABC = 180 — (34 + 
+ IC 0) == 180% — (66 + 422) = 715 (unghiurile din paranteză. sint ambele 
puţin mai mari decit valorile scrise...)*. “ 

Vom rezolva însă prima parte a problemei şi în cuzul general, cu date 


Hterale; se va vedea cum rezultatul'ce-l vom obţine va fi esenţia) în special 
pentru problema 3. 


4 i ED E 
* Puteam determina pe BD și ca AB sin A, iar pe O şi din cosc= UDE, 
ş pe pe C şi 50 ci 


Va trebui să deosebim două cazuri, 


Pie. TB 
Ipoleza Coneluziu 
AB=c, 4A0=5, bc, XA BC = su, 
Rezolvare. Rolurile ce le joacă SC şi 2 în enunţ sint simetrice, «le 
aceea am precizat că b — +. pentru a ști vă AZ < ÎE C, deci că ÎCB este useu- 


țit şi că figura arată uşu cum a fost desenată. Vom proceda la fel ca în cuzul 
concret de mui sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din C pe AB, 
cure, datorită ipotezelor, se va afla între A şi B. 

În AACD avem CD = sin z, AD = beos apoi BD=e-— 


brema lui Pitagora în APDC dă BC = VEDEȚI = 


E (e — beos a) -- Volei | e 2 000 ze 

Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz. 

Cc 

Fig. 1.62 b 
x 

D A E | 

Ipulezu Concluzia 
BO => 


AB=e, AC=5. XA 

tezolvare. În acest cuz 37 A este sizur ascuţi 
şi in continuare procedă elaşi med ca în 
CD — bsin(1S09 SBS — 
= VIEI IRO e = E = VP 


şi apoi sin pi = 


a 


Avera ACAD = 480 
2) 


ul 4: AD — heost480 
Viza 


Observaţie, Dacă examinăm cele două formule obţinute în cele două 


cazari pentru lungimea lui BC observăm că. dacă detinim, pentru 0 << 
= 1805, cos e drept — cos(180—z), atunci formula de la cazul | este vula- 


49 


bilă şi în cazul 2- Dacă definim şi cos 907 = 0; atunci formula de la. cuzul+: 
va fi valabilă și pentru IZA = 90%, devenind teorema lui Pitagora, 

Din rezolvarea problemei 1 deducem deci. 

Weoremu lui Pitagora generalizată. În orice triunghi, 
pătratul unei laturi este ezal eu suma pătratelor celorlalte două laturi minus 
dublul produs al celor două laturi înmulţit eu cosinusul unghiului format de 
ele, convenind să considerăm cosinusul unui unghi obtuz cu fiind egal eu cosi- 
nusul suplementului, cu semnul minus. 


8 


Fig. L.68 


4 Cc 

BC = AB: + AC: — 2AB- AC cos A; “cos za = — cos(180% — ir), 
cos 90 =0. 

Această teoremă se numește teorema lui Pitagora: „generalizată“. deoa- 
vece teorema lui Pitagora este un caz particular al ei, pentru IZA = 90%: 

Problemă rezoloată 2. Cunoscind măsurile a două unghiuri ale unui tri 
unghi şi lungimea laturii cuprinse între ele, să se determine lungimile celor- 
lalte două laturi (și măsura celui de-al treilea unghi). 

Vom considera un cuz concret (fig. L. 64). E 


B 


Ipoteza Concluzia 
BC := 10, XB = 25, FC = AB = o AC 

Eau d 
405) = 415%, Vom consider, 
pendiculavei din C pe AZ. Avem 
CD = BQein. B =— 100,423 = 4,23, iur ACAD = 65, AC= 


Rezolvare. Evident XA =— 180 —( 
ca în problema precedentă, piciorul D ul p 


mCAD 
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BC = 
ERE) 
vaiabuă in toate cazurie (chiar cînd 3 B ar li obtuz). 
Probiemă rezatvată 5. Uunoscind magimiie ceor trei! aturi ale unui Lri- 
unghi, să se atle măsurtie unebhiurilor sale. 
Vom considera, ca mai inamte, uv caz concret (lia. 1.63), 


E ar î.o lormută: 


plu, am pute sere dieect G D= ACsm A şi deci AC = 


Fra, 1.63 


A [oi 


Ipoteza Canetuzia 
48B=5, B0=7, 40=s8 ZA a 


3 € 


Hezoivarea este sunplă. pe baza teoremei lui Pitu norulzate, 
Ab —- ACE — 24 B- Ateos A, der 4 9-64 — Sens A0os d 


49 —- 25 — 70eps 4, cos fi = 


ie XA = 60%, Asemiinător obhinem 64 


Ș 0442... FB SA, și 20 = 49 4 GH — Li2ene Ci, cos € = Hi 
= 0,785... XC Bineiuţoles că ultimul nnzhi putea i dedas din vele 
iaite dovă — suma naghinrilor biungbiuini Vind 150%, 

tit satele probiei 1 şi cuea ce se cere cal 
culat, se reieră numai la lunzini de sogtnante, este avantaje să nu mas wnlre- 
năm şi unghiuri în caleniele nostre și să enunță teorema ni Pitauru gene- 
ralizată astiei: porratut unei datare a at trrutrahi ste voeal cu Suma pătrate 
cetortatte două plus sau minns, după cn tinzhiul Dpus este bin set useuțil, 
produsul dintre una din celetațte două şi proiveliu celemulte pi vu, 


[e e) 
âÂ DB DA E) 


1D + AC + 2AB- AD 


Observaţie, Uneori, cind 


BC: = AB + AC — 24 AD pc: 
AD = d ACeoe . 


„De exemplu, dacă in situația din problema rezolvată 3 am duri șă cal- 
înălţimea din P a triunghiului, am cajcula mtii distanța AP de la A 


1a piciorul înălțimii prin formula de mai sus și am găsi AD = 2. iar apoi din 


teorema lui Pitazora am deduce BD = VAB APE 


8. Probleme 


1. Care sint toate valorile ce le ia cos sr, cind z variază de lu 0 lu 
1802 De cite ori este luată fiecare din aceste valori? 

2. Aceleaşi întrebări ca la problema 1 pentru sin i, 

3. „Rezolvaţi ecuaţiile“ cos z = 0,75 cos z = —0,39, cos e = 16, 
precum şi sin z = 0,4, sin e = —034, sin e = 2 

4. Să se arate că relația sinz + costr este adevărată pentru 
orice a cuprins între 0 şi 180, 

5. Exprimaţi, pentru 0” < a < 90, sin (90 -- 2) şi cos (90% + ») in 
funcţie de sin z, cos z. 

6. Este adevărat că cos z= Vi=si 
180%? Dar sin e = V/1 — cosiz? 

7. În problema rezolvată 2, figura 1.64, determinaţi lungimea AB 
tără a mai duce perpendiculara din B pe AC. 

8. Un triunghi are unghiurile de 60, 45%, și 75 iar latura dintre 
unghiurile de 75” şi 45% de 4 cm. 

a. Determinaţi lungimile celorlalte laturi. 

b. Folosind şi metoda găsită în problema, 7 deduceţi o expresie 
exactă pentru sin 75% şi cos 75%. 

9. Cele trei laturi ale unui triunghi au lungimile de 10, 12 și 8. 

e. Calculaţi lungimile medianelor acestui triunghi. 

b. Calculaţi unghiurile dintre mediane şi laturile corespunzătoare. 

19. Un triunghi are dovă laturi de 8 şi (1, iar unghiul cuprins între 
ele de 60”. Calculaţi lungimea celei de a treia laturi şi măsurile celorlalte 
două unghiuri. 

11. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 8, iar unghiul 
din virt de 45%. Calculaţi baza sa, înălțimea corespunzătoare bazei. 
Deduceţi valorile exacte ale lui sin 22*30” şi cos 2230” (în expresiile 
lor vor apărea, bineințeles, radicali). 

12. Rezolvaţi problema 11 cu un unghi oarecare z în loc de 45”. 

13. Laturile unui triunghi ABC au lungimile de AB = 6, BC = 7 
CA = 8. Pe latura BC se alege un punct D astlel ca BD = 3. Determinaţi 
lungimea AD. 

14. Un triunghi are o latură de 12, unghiul opus de 56%, iar unul din 
celelalte unghiuri de 62%. Determinaţi raza cercului circumscris triun- 
whiului. 

15. În problema precedentă, determinaţi şi raza cercului înscris în 
triunghi. 


2 pentru orice z intre 0" şi 


16. Două laturi ale unui trinnehi au lunimile de 9 şi 14, unchiul 
«ie 40 Caleulaţi Mansrmeu bisertoarai corespunză- 


cuprius intre che usi 

toare laturii de 9. 
17. laturile unui para 

unuhiuri, 
a. Caleulaţi hungumite  diazonalel 
b. Calculaţi unszhiurile date du 
e. Calculaţi unghiul din 
15. Distanţa dintre cent 
a. Calculaţi lunimea oare nana. 
b. Culeulaţi umghnul dimtre tangentele ta cele două cercuri intr-unul 


au lungimile de 5 şi S. înv unul din 


oz 


sale are 


omaate şi lauri. 


vuri de raze 9 şi Lă este de 20. 


din punctele lor de intersectie. 
19. Aceeași problemă, distanţa dintre centre Find de ? 
20. Bazele unui trapez nu 1 respectiv 9 ca lunsziuni. înr laturile ne- 
paralele au 11 și 13. 


urile ascuțite ale trapezului sint alăturate 


(Cu alte cuvinte: ui 
sau opuse.) 

b. Calculaţi lunile diaronnlelor trapezului. 
saloulaţi unghiile trapezuui, 
leulaţi rubin ntre duvzonale și laturi. 

e. Caleulaţi unghiul dintre diazonale. 

Încereaţi să rezolva ocare din puncte buzindu-vă pe cit mai puţine din 
rezultatele punotelor precedenti. 

21. Buzele unui trapez sint lunzi «de 16 și 4. una din laturile nepara- 
lele uve 6, tur una «din diasonale 12. Rezotvati pentu acest trapez punetule 
a-u din probloma prooadontă. 

Diu două puncte adu 
două seamonte per punuliculare pe acea dreaptă. d 
este distunța dintre celelalte capete ale cestor semene. 

28. Într-un patrulater convex APCD avem AP = 03 BC = 35, 
CD — 26. DA — 0272. iar BD — 07. Caleulaţi lungimea diagonulei AC. 

În problema 23 caleulați si unshiurile patrulaterului, unghiurile 
dintre diagonale și laturi. umrhiul dintre diuronule. 


» intre ele ou 4, duce 
lungimi 5 și 7. Cure 


mei dept depărta 


În problemele 23 24. punctul D este în interiorul, în exteriorul 
iar cul ce trece prin A MC? 


Aplicaţii praetice 


= Reumintiţi-va aplicaţia pratică de la paz. 26 şi rezolvați din nou pro- 
blemele respective, fără a mai măsura nimic pe hirtie. 
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Intrebări. Cu ce se ușurează munca elevului din figura 1.51 dacă el are 
Ja dispoziţie tabelul de la pug 46? 

Gunn puteţi afla, fără a trece riul, dacă aparatul meteorologic din figu- 
ra 1.67 este văzut de observatorul din punctul 0? 


Fig. 1.62 


ii 


CITEVA TEOREME ÎN PLUS 
(FACULTATIV) 


In problema 47 de la pag. 12 s-a cerut să se demonstreze: 
meorema hisectoarei, Biseetoarele interioară şi exterioară, a 
unui unghi dintr-un triunghi, împart latura opusă într-un raport, ezal cu 
raportul laturilor ce formează unshiul (fig. 1.58) 


Fiu. 1.68 


Ipoteza 


Concluzia 
XDAB = XDAC, XEAB = XEAC i 


Demonstrația o vom schița numai. Alegem pe dreapta AB punctele 
D, E! aşa incit AD' = AE' = AC, D' fiind pe semidreapta AB' iar 


ză 


semidreapta AB. Se arată că CDAD, CE'AE şi se aplică teorema ni 
“Thales în ABD'C tăiat de AD şi în ABAE tăiat de CH” ete. iu 
Pe baza teoremei bisectoarei vom rezolva: 


Problemă. Fiind date donă puncte A, B şi un număr A diferit dle |, 

să se afle locul geometrie al tuturor punctelor 17 pentru car ua = n(ig. 1.65). 
Me 4 
poa 
Fig. 1.69 
A c a 0 

Tpoteza 

MA a 

NB 

Rezolvare. Să. ducem bisectoarea interioară şi cea exterioară a JAVA, 
Ele vor tăia dreapta AB în două puncte C şi D asttel incit, conform teoremei 
biseotoarei, a = pa = k. Deci punctele C şi D sint fixe, nu depind de 


M, ei doar de A, B şi k (vezi problemele 4 şi 5 de la paz 12). Avem şi 
MC L MD..., devi M se află pe cercul de diametru Cp. 

Pentru a rezolva complet problema, urmează să demonstrăm că orice 
punct J/ de pe cercul de diametru CD are proprietatea ua = Ie (scrieţi ipo- 
teza şi concluzia acestei părţi a rezolvării). Această demonstraţie întâmpină 
greutăţi mai mari decit ne aşteptăm. Vom proceda prin următoarea motodi. 
Vom alege un punct J/ pe cercul de diametru CD, vom consicera droapta (AM 
şi simetricul 2” al lui P față de CI/ (lig. 1.70). 


Fig. 1.70 


A ez =] D 


Despre punctele C şi D ştim că au proprietatea ce trebuie stabilită, deci 
presupunem că 4/ este diferit de aceste puncte. Rezultă că CA nu este per- 
pendiculară pe AB, deci B' nu se află pe AP şi dreuptu AB” taie dreapta 
E M-intr-un punet (acest ultim fapt rezultă din BOCZECA. deci AF A CA. 
Rezultă uşor că MC este biseetoareu CAM! B, deci (teorema bitertoarei) 
Mă Ca a = piei PA . - 


ce 


Conform primei părţi a rezolvării, A” se va afla pe cercul de diumetru 
CD. Dar dreapta CM nu poate avea mai mult de două puncte comune cu 
acest cere, deci M' = M i = ke, qed. 

Obsereaţie. Pentru k — 1, locul geometric din problemă este media- 


toarea segmentului AB. 


i F Și M. 
Cercurile ce apar ca locuri gevimelrice ale Luturor A cu - 1, pentu 


un segment dat AB și pentru diver 
Problema rezolvată 2 de lu pag. 11, 
puu. 13 arată valabilitatea următoarei Lev 
meoreoma lui Menelaos. Dacă o dreaptă d ce nu trece prin 
niciunul dis vîrturile unui triunghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respeetiy 
MB NC PA 
în M, N, P, atunei fc pg Fl 
Convenir, la fel ca în cazul puterii unui punct față de un cerc, să consi- 


» numesc cercurile lui Apolonios. 
"preună cu problema 18 de Ja 


derăm că pi este negativ dacă M se află în interiorul segmentului LC şi pozi- 


tiv dacă M se atlă pe dreapta BC, dar nu în interiorul segmentului IC. Valoa- 
vea 4-4 din enunţul teoremei spune că sint două posibilităţi: două din punotele 
MN, P sint în interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.71) 
sau niciunul dintre cele trei puncte nu se află în interiorul segmentului res- 
pectiv (fig. 1.72). 


Ș : 
B s 
Fig. 1.24 
8 [e M 
A 
(ei M  Fig.172 
N 


P 


Această teoremă ne dă posibilitatea să imaginăm o metodă de a domon- 
stra că trei puncte sint coliniare. 


Următoarea teoremă ne oferă o metodă de a demonstra că trei praga 
sint concurente. 


Meorema lui Ceva. Dacă D este un punet nesitual pe niciuna 
din dreptele AB, br, (1, unde ABC este un triunghi, şi dacă M, N, P sînt 
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punetele de intersecție respective ale lui AD cu BC, lui BD cu CA şi CD cu 
AB. atunci avem ME. AC PA. 
MC NA Pe 
cu privire la semnele rapoartelor ce upur) (fig. 1. 73). 


= —1 (unde facem convenţia de mai sus 


A 


Fig. L72 


8 M ei 


(Se poate întimpla ca figura să arate altfel: numai unul din punetele WM, N, 2 
să se alle în interiorul segmentului respectiv). 


Demonstraţie. "Teorema lui Menelaos în A ABM tăiat de PDC di 
teoremă in A ACM tăiat de NDB dă 


Wa "Du ze > + 
Să înmulţim, membru cu membru, cele donă egalităţi. În dreapta ohţi- 
nem evident --1, înr în stinga PU. PL este +4, FU = PAL, iar CE = —4 


DA "DM cu MC BC 
Se ajunge imediat la relația dorită; mai mult „ modul de redactare al demon- 
straţiei nu este influențat cu nimic de inlocuirea figurii 1.73 cu o figură descrisă 
„în paranteza de după figura 1.73“ q-e.d. 


Sa dăra şi „rezultatul“ problemei 13 de la png. 52 rezolvată cu date literale 
împreună cu demonstraţia sa. 


Teorema lui Stewart. Dacă J/ este un punet în interiorul 
Haturii EC a unui triunehi ABC, atunci AM: BC A MC LAC. 
„* BM — BC - BRM - MC (tig. 1. 74). 


A y 


Fig. 1.74 


B M [ex 
Demonsiraţie. “Teorema lui Pitagora generalizată în AAA. AABC, 
dă  AM:=— AD? + RM —2AB- BM - cost, 
Î AC=— AB: + BC — 2AB- BC - cos. 


ELA 


'Bliraihăm pe cos înmulind prima relaţie cu BC, şi scăzind din eu 


pe a.doua, înmulțită în prealabil cu EM. Relaţia ce se obţine se serie, după 
ce trecem termenul AC2- PM în membrul doi: 


AM BC 


A BA BC — BM) + AC*- BM — BC - RM(BC — BM) 


de unde pină la relația dorită mai este numai un pas: BC — PUI — MC. 
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9. Probe! he pentru parazratul facultativ 


1. Ce devine le 


“ma lui Stewart cind 7 este mijlocul lui AC? 

2. Calculaţi lungimile bisectoarelor unni triunghi cunoscind lhangi- 
mile laturilor sale. 

3. Desenaţi o ligură în cure, în același triunghi, să se poată aplica 
şi teorema ui Menelavs şi teorema lui Ceva, două din cele trei. puacte_ 
liind aceleași în ambele aplicaţii. Enunţaţi rezultatul obținut, 

1. Enunţaţi şi demonstraţi reciproca teoremei lui Menelaos. 

3. Aceeaşi problemă pentru teorema lui Ceva. 

6. Sa consideră trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, şi asttel incit 
printe ele să nu existe două care să fie interioare sau tangente interioare, 
(0.403), (Ca). Tangentele comune exterioare ale lui (C,) şi (Ca) se întâl- 
nase în Asi definim asemănător punotele 423, Am. Să se arate că cale 
trei: puntte sint coliniare, 

7. Enunţi o problemă asemănătoare cu problema 6, în care să 
fin vorba “şi de tangente comune interioare. 

R. Cercul înseris în triunghiul AAC atinge laturile BC, CA, AB în 
M, N, P wespectiv. Demonstraţi că AJ, BN, CP sint concurente. 

9. Enunţaţi o problemă asemâniătoare cu problema 8 în care să lie 
vorba: de um cere tangent celor trei laturi ale unui triunghi, altul decit 
cel înscris. 

10. Care este locul geometric al punctelor pentru care diferența 
pătratelor distanțelor la donă puncte date să tie constantă? 

11. Care este locul geometrie al punctelor ce au puteri egale faţă 
de două cercuri date? 

19. locul geometric din “problema 41 se numește „axa radicală“ 
a celor două cercuri. Formulaţi şi demonstraţi o teoremă care să aibă, 
drept caz particular pe cea din problema 5pag. 33. 

13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se consideră p 
VU. N, P asttel încit AM, BN, CP să tie concurente. Fie 1”, ] 
simetricele lui M, V, P taţă de mijloacele Ini BC, CA, AB. Demonstraţi 
că AM, BN, CP" sint concurente. 

14. Dintr-un punet 7 se due perpendiculare pe laturile BC, CA, 
AB ale unui triunghi; fie D, £, F picioarele lor. Să se demonstreze că 


BD2 + CE + AF? +"BF2. Enunţati și demonstraţi o 
veciprocă 
2 Rezultatul se numeşte „teorema medianci“. 


15. Determinaţi locul geometric al punctelor pentru care suma pătra- 
“telor distanțelor. la două puncte date A şi B este constantă. 

16. Se consideră un punet A şi o dreaptă d ce nu trece prin el. Fie 
d! paralela la d.ce trece prin mijlocul segmentului cu capetele în A și 
în piciorul perpendicularei a din A pe d. Să se demonstreze că locul 
geometric al punctelor egal depărtate de A şi d este tot una cu locul 
geometric al punctelor pentru care distanța la a este medie proporţio- 
nală între distanţa la d” şi dublul distantei de la A la d, 

17. Într-un triunghi se cunosc două laturi a, b şi unghiul B opus 
uneia din ele. Datorminaţi vea de a treia latură şi celelalte două unghiuri: 
Discuţie:. în. ce. cazuri; avem, o soluţie, în ce cazuri două şi în ce cazuri 


" Onservajii. În paragratul dinainte-am învăţat să. rezolvăm toate cele 

i probleme ce ni le-am pus anul trecut cu oazia construirii triunghiu- 
or. Anume: cunoscînd trei din elementele unui triunghi (nu toate unghiuri), 
să caleulăm celelalte trei. Din problemele ce le-aţi rezolvat, aţi învățat să cal- 
culaţi lungimi și unghiuri ce apar în paralelograme, trapeze, patrulatere oare- 
care, ereuri. 

Aplicațiile practice ale geometriei ne pun tocmai astlel de probleme. 

„În acest paragrat aţi luat cunoștință de posibilităţi de a continua dez- 

voltarea geometriei în stilul în care v-am prezentat-o. Aţi văzut că se mai 
pat demonstra teoreme interesante, frumoase, asupra figurilor ce le cunoaș- 
ter; astfel de teoreme sînt încă multe. Enunţurile lor nu se complică mereu. 
Ce simplu este enunţul problemâi 8, şi ce diticilă, dacă nu imposibilă, apare 
solăţia 6i dacă n-am cunoaşte teorema lui Ceva. Avem asttel o idee asupra 
reurselor de care dispune mintea noastră în acţiunea ei de cunoaştere a 
lumii. 3 

În clasa a IX-a, la „Geometrie plană“, veţi relua cunoștințele căpătate 
în clasele VI-—VII la un niel mai înalt de rigurozitate şi veţi face cunoștință 
şi cu alte teoreme de geometri 

Atunci veţi stăpini mai bine decit acum calculul algebric și veţi putea 
rezolva ecuaţii de gradul 2, ceea ce vi va permite să trataţi multe din proble- 
mele ce le-aţi rezolvat pină acum cu date literale. 

În clasa a VIII-a veţi folosi cunoştinţele din clasele VI—VII pentru 
studiul figurilor în spaţiu şi pentru calculul elementelor lor. 


A CAPITOLUL 2 . 
ARII 


Noţiunea de arie vi vumnosentă, încă rlinninte de a fi inceput, în 
clasa a VI-a, studiul geometriei. Astfel. in figura IL, intuiţia ne indeamna 
să spunem că aria A/C este mai mare decit aria DEF. in ciuda faptului că 
DEF este mai „lungă“ decit ABC. Există o situaţie geometrică in cara ariile 
se adună, asemănătoare cu cele în care se adună lungimile segmentelor sau 
măsurile unghiurilor: in fig. ILL avem aria GHIJK = aria GHI + aria 
GIK + aria IJA 


e _K 


Dar noi nu am wat în considerare noţiunea de arie cind am descris, in 
partea L-a manualului de clasa a VI-a. națiunile de bază ale geometriei plane. 
Este cazul să privim aceasta ca o lipsă? Nu, deoarace astfel de noţiuni. sugerate 
de experiența noastră şi nu de logica dezvoltării eeometriei. mai pot apăran 
şi chiar vor apărea în cap is 

Ne aflăm deci wi fata unei situaţii noi. Intuii 
p naţiune moră Şi mau 
de gnormatrie. 


ja noast 


e proprietăţi ale ei. Noi „simţim 
e pune problema să exprimăm toate acestea în limbajul geo 
metriei noastre, cu alte cuvinte să delinim această noţiune şi să demonstrăm 
proprietăţile descoperite de noi inainte. 


pune în ovideriț 
a aceasta este o noţiune 
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Cum în clasele precedente aţi mai învăţat cum se calculează ariile, noi 
vom merge aci „drept la țintă“, fără a ienora cunoștințele de pină acum 
asupra ariilor (evident însă, fără a ne baza pe ele în demonstraţii). 

Observaţie. Cind vorbim de aria unui triunghi, ne gindim de fapt nu la 
aria figurii formată de virturile triunghiului, ci la aria „interiorului triunghiu- 
lui“, înţeles drept mulţime a tuturor punctelor care se află de acerași parte 
a oricăreia din Inturile triunehiului ca şi virful opus (fig. 11.2). 


Fig. Nz 


Dacă privim schema triunghi — interiorul său — aria, observăm că 
țiecărui triunghi, chiar gindit ca o figură formată numai din trei punete 
(vîrfurile) îi corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi scurtează expune- 
rea, evitând repetarea inutilă a cuvintnlui „interior“, 


Aria unui triunghi 


Detiniţie. Prin aria unui triunghi înțelegem jumătate din pro- 
dusul dintre o.latură a triunghiului şi înălțimea corespunzătoare acelei laturi. Cu 
alte cuvinte aria unui triunghi este egală cu jumătate din produsul dintre 
„bază şi „înălţimere). 

Aria triunghiului ABC o vom nota Sanc 


Fie. n PS Sasg = APCD. 


AT A B 


Avem trei posibilităţi de a calcula aria unui triunghi dat, corespunză- 
toare celor irci laturi ale sale, și nu ştim dinainte că toate trei conduc la 
acelaşi rezultat. Ar fi trebuit deci să demonstrăm, înainte de a da definiţia 
de mai suș, o teoremă, al cărei enunț îl puteţi uşor deduce (vezi chiar pro- 
blema 9 pag. 24. 

"Teorema asupra puterii punctului apăruse ca o teoremă importantă; 
din ea am dedus teorema Imi Pitagora. Teorema ce va trebui s-o demonstrăm 
aici, deşi „de neînlocuit“ în acest paragraf. nu apare ca o teoremă atît de 
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importantă în alte capitole încît să merite să lie pusă in rind cu trorema 
iii Thales; cu cea A hi Pitagora ete... O astfel de teorema se numeste leit”: 
„Aeri'piin leităit'vom înţelege tot o teoremă, însă care are numai un rol ajutător. 
Istoria matematicii cunoaşte însă exemple în care o „umilă lemă: 
sHeşit prin a deveni mai celebră decit teoreme demonstrate pe baza ai. 
le mă, Într-un triunzhi. produsul dintre o latură și înălțimea cores- 


punzătoare ei este același pentru toate cele trei laturi (altfel spus, definiţia 
precedentă este corectă). 
A 
Ei 
Fi 14 
BD [23 
Ipoteza Concluzia 


ADLIC, BEA AC (ia. 11.4) AD- BC = BE- AC 
Demanstraţie.  BACD = BCE, conform cazului 2 de asemănare, 
dadaroe 35 ADE = 9 > AC BEC şi ARC => EC. Rezultă 1€ = 92. de unde 
ohţinan. saviinul că produsul mezilor este eaal cu al Casa uldl, relaţia din 
concluzie, 
Observaţie, Nria unui triunghi depinde de unitatea de măsură aleasă 
ponteu lunggiini. Dacă înlocuim această unitate on alta, de /; ori mai lungă 
dacit prima, utunci lungimile tuturor segmentelor se impart cu k, iar toate 
Je triunghiurilor devin de 4? ori mai mici. 
In imtroducore am vorbit, de o,situaţie în care ariile se adună. Un prim 
"fapt de acest fel este stabilit în teorema uimătoare. 
mMeoremă “(proprietate de aditivitate pentru arii). Dacă D este un 
punet din interiorul laturii £C a unui triunzhi A EC, atunci S Apo = Sanp + 
= Săcă (fig. 11.5). 


A 
„Fig IL.5 
Bat HER Cc 
Demonstraţie. Să considerăm înălțimea 4/1. Avem Sage — EC aa a 


(BD + DOJAH __ BD-AH DC AH 


= == E) - -e.d. 2 
3 3 TE SS app + Sacpy q-e-d. =: 


[2] 


" Qăservaţie. Enunţul „proprietăţii generale de adităvitata“ este complicat; 
şi nu-l vom da. În problemele 6, 7 de mai jos, vom indica alte expresii ale 
acestei proprietăți; în paragraful următor vor apărea de asemenea alte pro- 
prietăţi cărora li se potriveşte acest titlu. 

În încheierea acestui paraeraf, să arătăm cum teoremele demonstrate 

aici, deşi simple, permit scurtarea rezolvărilor unor probleme. 
* Problemă rezolvată. Să se demonstreze că suma distanțelor unui punct 
din interiorul bazei unui triunghi isoscel la cele două laturi congruente este 
constantă. ă 


A 
Fig. N.6 
(90 909 
[=] D [oi 
Fpoteza - Concluzia 
DE LAB, DP_L AC, AB = AC DE + „ (constant). 


Demonstraţie. Aceasta este una din problemele „de cl. VI-a“, Acum putem 
face demonstraţia astfel. Şă scriem, contorm teoremei de aditivitate, Sano = 
AB- DE A : pe _ ele DD). Obţi- 


= Sanp + Sacp, deci Sano 


28, PR : 
nem DP + DP = — pipe» deci este aceeași pentru toate poziţiile lui D în 
interiorul segmentului BC. 


10. Probleme* 


ci 

A» Exprimaţi aria unui triunghi dreptunghic. 

4. Care este aria unni triunghi dreptunghic isoscel de catetă a? 

2. Care este aria unui triunghi echilateral de latură a? 

4. Cunoscînd două laturi și unghiul cuprins între ele, exprimaţi aria 
unui triunghi. Care este raportul ariilor a două triunghiuri ce au un 
unghi congruent. 

5. Calculaţi aria unui triunghi ale cărui laturi au lungimile sale 
13, 20 și 21. 

6. Pe laturile AB, AC ale unui triunghi se consideră punctele D,E. 
Xrătați că Sano = Sape +- Sape + Sace- 

„7. În interiorul unui triunghi ABC se consideră un punct M. Ară- 
Ttaţi că Sapc => Sabu “+ Sacu + Scam. 
S. Într-un paralelogram ABCD avem Sazc = Spra- 
* Problemele 12 şi 14 sînt facultative. 
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_9, Raportul diatanțelor de ia mijlocul anei laturi a unui triunghi la 

celelaite donă laturi este egal cu inversul raportului laturilor respeativa 
10. Demonstraţi, prin arii, teorema hisectoarei (pan. 54). 

11. Într-un triunghi AZC, simetrica medianei A/ faţă de bisee- 


toarea AF taie BC în F. Determinaţi raportul. 


12. Simetricele medianelor unui triunghi faţă de bisectoarele vîrtu- 
rilor respective sînt conenrentie. 

13. Suma dist elor unui punct din iteriorul unui triunghi echila- 
teral la latanile triunzhiului este constantă, 

14. Demonstrați, prin arii, teorema | 

15. Raportul ariilor a două trinmahir 
tal raportului de asemăna 

wi. r 


ariei. trinnuh 


Ceva (pag. bi—57). 
i asemenea este egal en pâtra- 


intr-un triunghi este citul dintre dublul 
ul acestuia. ; 
unu triunghi ABC taie laturile AB, 
arate că aria triumghinlui A 4N este medie proporţia- 
nală între ariile trinughiurilor ABC și AMN. 

18. Ariile a dona triunghiuri congruonte sint egale. 

1%. Care este locul geometric al virtului A al unui triunghi ABC, 
ce are virtnrile ZI, C fixe iar aria constantă? 


ARIA UNUI PAPRULATER 


Inainte de a o delini, avem nevoie de o lemă, la fel cn în paragratul 
pracertant. Anume: 

Lemă. Fie ABCD un patrulater convex, Atunci Sage + Same = 
= Sacp + San (lig. 11.7). 


, Ya) 
C Fie ut? 
A 
8 
Demonstraţie. Să notăm cu O intersecţia diagonalelor patrulaterului, 
Contirm proprietăţii de aditivitate avem Supe + Sane = Sion + Snoc + 
— Suoa + Scop = (Spor — Scon) + (Saop + Spoa) = Saca + Sasp, q-e-d. 


BA 


Detiniţie. Prin aria unui patrulater convex A BCD înţelegem numi- 
mul Sage + Sano (vezi fig. 11.7), notat cu Saacn. 

Observaţie. Problema corectitudinii acestei definiţii rezolvată prin lema 
precedentă, apare datorită faptului că am convenit să considerăm patrulaterul 
ABCD drept, tot una cu BUDA ete. 

Înainte de a enunţa teorema privind aria unui paralelogram, să reamin- 
tir că dacă avem două drepte paralele a şi b, (fig. 11.8), atunci distanța de la 
un punct A de pe a la dreapta b este aceeaşi pentru toate punctele A E a; 
ea se numește „distanţa de la a la 5 şi este tot una cu distanţa de la la a. 


Fig. Us 


Vom numi înălțime corespunzătoare, unei latu a unwm paralelogram 
distanţa între acea latură şi latura opusă. 

“Peoremă. Aria unui paralelogram este egală cu produsul dintre o 
latură a sa şi înălţimea corespunzătoare. 


EA A Pe E ode = 
| 
Fig. 1-9 i 
|! 
[2) A E 
Ipoteza Concluzia 
ABICDADIBC Sancp = CD -AA' 


AA' LL CDCC AL AB 

Demonstraţie. Avem AA" = CC" conlorm proprietăţilor distanţei între 
aroptele paralelele A B, CD menţionate mai sus și AB= CD (opus în paralelo- 
gram). Obţinom Sancp = Sano + Sac API 3 APA — CD- A. 

Consecința 1. Aria unui dreptunghi este egală cu produsul dintre 


ungimea și lăţimea sa. 


Fig. 11.10 Saneo = AB - AD 
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Consecința 2. Aria unui pătrat este egală cu pătratul lungimii 


laturii sale. . 


B Je 
a] 


Sancp = AB2. Fig. 11-14 


0* 902| 
2) [ei 


meoremă. Aria unui trapez este egală cu produsul dintre semisuma 
pazelor-sale şi înălțimea sa (înţelegind prin înălțime a unui trapez distanţa 
dintre baze). 


90* 90 
I9 
N 


D [es B. 


AD 8 
2 polesă Concluzie 
AB CD, DD LAB Sanap = 42 F0P pp 


Demonstraţie. Să ducem și EB' LCD, B' fiind situat pe dreapta CD. 
Avem BB = DD" (distanţa dintre dreptele paralele AB, CD). Obţinem 
AB: DD 4-9p: BB AR (AB + CD)DD 
2 2 Li 
Observaţie. În general aria unui poligon se defineşte ca suma ariilor 
unor triunghiuri în care acesta „se descompune“ (fig. 11.13). 


4» Fig. 11,18 
11. Prob'eme 


1. Aria unui pătrat este de 5 cm?. Care este lungimea laturii sale? 

(3. Exprimaţi aria unui romb în funcţie de lungimile diagonalelor sale. 

3. Gunoscînd lungimile celor două diagonale ale unui patrulater 
convex cu diagonalele perpendiculare, să se afle arid sa. 

4. Exprimaţi aria unui patrulater convex în funcţie de lungimile 
diagonalelor şi de unghiul dintre ele. 

5. Detiniţi aria unui patrulater concav ca diferența ariilor a două 
triunghiuri. Aveţi nevoie de vreo lemă în prealabil? 

6. Indicaţi trei moduri în care se poate „descompune“ un patrulater 
concav în două triunghiuri, după modelul situaţiei din definiţia ariei 


Sancn > Sann + Sncp = ete. 


unui patrulater convex şi demonstraţi că în fiecare diii aceste cazuri 
suma ariilor celor două triunghiuri este egală cu aria patrulaterului, 
definită în problema 5. 

7. Fie ABCD un patrulater convex, E un punet interior laturii AB. 
Arătaţi că Sancp => Sape + Senop- 

$. Fie ABCD un patrulater convex, M şi N două puncte interioare 
respectiv laturilor AB, CD. Arătaţi că Sapon = Saunp + Snuno: 

9. Fie W, X, P, Q puncte interioare laturilor AB, BC, CD, DA al 
unui patrulater convex ABCD. Demonstrati Sagcn = Sunrg F 
+ Saun + Sexp + Spre + Sagu- 

10. Detiniţi aria unui pentagon convex: va trehui demonstrată în 
prealabil o lemă. 

11. Cunoscînd lungimile laturilor uni patrulater convex, detevrhi- 
naţi aria sa. 

12. Aplicaţie practică. Ce trebuie măsurat pentru a determina ariile 
din figura 1.44? ; 


13. Cum faceţi pentru a determina aria unui teren care are în inte- 
riorul său o clădire (este vorba de aria terenului „inclusiv“ clădirea), 
clădire de o formă mai complicată” 


FEZ 


Fig I15 


N 


Z 


14. Cum faceţi pentru a determina aria unui teren în care un viri 


este inaccesibil? 
pa cad 


” încercaţi să rezolvaţi probleme de tipul 12—14 efectiv pe teren. 
Ss 


15. Se consideră mijloacele M, , P, Q ale laturilor AB, BC, CD, 
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CO, DM determină un 
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram și cea 
a celui iniţial? 

16. Raportul dintre baza mare şi baza mică a unui trapez esto k. 
Se duc diagonalele şi se prelungesc cele două laturi neparalele pină cind 
se întilnese. Să se afle raportul dintre aria fiecărui triunghi format şi 
aria trapezului. Puneţi în evidenţă cele două triunghiuri de aceeaşi arie. 

147. Aflaţi unghiurile unui romb a cărui latură este medie propor- 
ţională între diagonalele sale. 


18. Dacă segmentul ce uneşte mijloacele a două laturi opuse ale 
unui patrulater convex imparte patrulaterul în două patrulatere de 
aceeaşi arie, atunci patrulaterul iniţial este un trapez sau un paralelo- 
gram. 

19. Construiţi un triurighi ABX ce are aceeaşi arie ca şi un patru- 
later convex dat ABCD. 


În încheiere, vom prezenta modul cum se poate stabili teorema lui 
Pitagora cu ujulorul noțiunii de arie. 


Fig. 1-47 


iar AQ E DP = b. Din triunghiurile congruente A MQ, 
BNM, CPN, DOP deducem congruenţa unghiurilor marcate cu o linie, 
respectiv cu două şi apoi, pe baza teoremei sumei unghiurilor într-un 
triunghi, că MNPQ este un dreptunghi. Din congruența aceloraşi 
triunghiuri deducem că MN PO este un pătrat. Scriind (vezi problema 9) 


Sana + Same + --: deducem că (a +0) = MN: +4 E 


Sane 


deci MN: = a* + b?, ceea ce este tocmai teorema lui Pitagora. 


Problemă distractivă. Împărţiţi poligonul din figura 11.18 în cinci poli- 
goane astiel incit, aranjindu-le altiel, să se formeze din ele un pătrat. 
Rezolvare. Aria poligonului este 3, deci latura pătratului ce se va lorma 


va fi /3. Dacă examinăm mai atent figura, găsim în ea segmente de lungime 
V3. V5idar nu de Vă. 


Să transtormăm intii poligonul într-un dreptunghi, de formă mai apro- 
piată de cea pătrată: 


EZ 
1 Sprale 


Apoi să trunstormăm dreptunghiul int 1 parulelogram, ce are una din 
laturi V3, dar avind grijă să nu atingem tâieturile existente, . 


3 ea 


Fig. 1.20 2 Ep A 


N 


Latura din stinga a triunghiului G se culeulează prin teorema lui: Pita- 
HE 4, da unde sintem siguri. oX tăidtuta pa separă pe G 
nu le intilneşte pe cele dinainte. 

În fine, cum aria paralelogramului obținut este tot 3, ca şi a fi 
iniţiale, rezultă că inălțimea sa corespunzătoare acestei laturi va fi V3 şi, 
tăindu-l după această înălțime, vom putea compune pătratul dorit (vezi 
fig. 11.21). Dar problema cere să tăiem poligonul în 5, iar tăietura după acea 
înălţime riscă să conducă la 6 părţi, cu excepţia cazului cînd am face-o înce- 
pind din colțul dreapta jos P al paralelogramului (fig. 11.21). 

Nun cumva atingem cu această tăietură „bucăţile mici“? Un caleul ne 


gora, găsindu-se 


arată că nu! Distânta MA este de 


— vezi fig. 11.19— iar înălţimea din 


P taie dreapta MN intr-un punct O aşa incit A P.MQ este asemenea du G şi 
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din acea asemănare obținem " de unde MQ = ji > 1 (inegiflitatea 


5 6 ÎN : 


Sa observăm şi că G este un triunghi dreptunghic cu unghiul „din 
areapta:: de 30. Aceasta ne arată că 3XQP.M = 30”, deci PO întilneşte latura 


opusă a paralelogramului într-un punct la distanța de L . 


: : sie : aa 
se verifică prin calcul direct sau prin ridicare la pătrat: ( > ai 


— 4 de capătul 
din dreapta al acestei | 
Există şi altă solu! 


Explicaţi-o şi încercaţi să găsiţi şi altele! . : 
i în alte poligoane: un paralelo- 


ri, deci în interiorul ei. 


11.22 


Eventual încercaţi aceeași problemă și î 
gram, un triunghi ete. 


POLIGOANE REGULATE 


Definiţie. Numim polizon rezulat un polizon eu, toate laturile 
comgruente şi toate unzhiurile conzeue ntre ele. 

Dacă printr-un procedeu oarecare impărțim un cere în n (n >3) arce 
egale şi ducem corzile care subintind pe fiecare din ele, unind punotele de 
diviziune succesive, obținem un astiel de poligon. 


A, 


A 


Unghiurile acestui poligon sînt congruente fiind înscrise în arce de 


360 


măsuri egale cu—— . (n — 2) iar laturile sint congruente subintirizind arce 


de. aceeași măsură: e. ano- 


Am pornit prin a constata că astiel de poligoane regulate există. Să 
demonstrăm următoarea: 


Teoremiă: Orice polizon regulat se poate înscrie într-un cere. 


Fig. 11.24 


laturile 


Demonstraţie. Dacă XA, Ag SS XA 2 e = Aa 
Ass E 4349 2 43 mA, ducera mediatoarele laturi 
(vezi figurile 11.23, 11.24 și notaţiile de acolo). Mediatoarele A/,0 şi 0 
se întîlnesc în O. (Dacă nu s-ar întilni, ar însemna că sint paralele deci ci 
XAsAsAs = 180 ceeace este absurd) unghiurile A M,A0 2 
E AMA0, (M, și M, fiind. mijloacele laturilor AA respectiv As4p). Re- 
zultă că Oa este bisectoarea lui IA, AsAy- MO fiind mediatoare, segmentele 
OAs 2 Os. Ducem OM Aga. Triunghi NOAgMa = AOAsM, pentru 
că ipotenuza OAg este aceiaşi şi 32472440 este jumătate din unghiul poligonu- 
lui, deci congruent cu Î-0AsMa. Rezultă că şi Mas 2 As Ma, deci OM, este 
mediatoarea Imi Ag4, deci, DAa = OA. La fel se arată că OA, 204g ete. 
Deci toate punctele A, As, =. “n sint egal depărtate de O. "Teorema este 
demonstrată. Acest punct O se va numi centrul poligonului regulat, 


Fig, 11.23 


d 


Vom nota latara poligonului regulat cu i laturi cu / (fig 


11.25). Stiind 


vgulat are 


că un unghi la centru care subintinde o latură de poligon 


şi cnnoscind raza Fa cercului circumscris poligonului, puteru calcula 4 J/ (unde 


TI 


180. și; deci l„= AR sin 180%. 
în 


M este mijlocul laturii AA”). AM = R sin 
n 


Segmentul OA dus din centru, perpendicular pe latură în punctul se va 
numi apotema poligonului regulat. O vom nota cu ap; Și au = R cos. 

Dacă lucrurile par simple presupunind deja făcută împărţirea unui cere în 
arce egale, există totuşi anumite dificultăţi de construcţie. De pildă s-a de- 
monstrat că împărţirea unui cerc în 7 arce egale nu se poate face cu rigla și 
compasul (această demonstraţie ţine de fapt de algebră şi nu de geometrie). 
Fiţi atenţi: Nu am afirmat că nu s-a făcut pină în prezent. Am afirmat că 
este dovedită imposibilitatea acestei operaţii. Construcţiile pe care le găsiţi 
prin anumite cărți de desen sint aproximative, contind și pe gradul de imper- 
fecţiune a obiectelor cu care desenăm (grosimea minei creionului de pildă). 
Ele nu constituie procedee exacte ci numai utile. 


Vom găsi că unghiul la centru corespunzător laturii unui hexagon 
regulat este de 60” (fig. 11.26). De ezultă un procedeu simplu de construc- 
ţie a sa. Toate triunghiurile avind un virt în centrul hexagonului şi ca latură 


Fig. 11.26 


opusă lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri echilaterale. Deci latura 
măsoară cit raza: l, — R. Împărţim un cere în 6 părţi egale luind un punet 
A pe cere drept centru şi cu o „deschidere“ a compasului cit £, trasind și 
(fig. 11.27). Mutină apoi succesiv centrul cercului obţinera şi celelalte puncte 
de diviziune, virturile hexagonului căutat. Observăm că este suficient să 
găsim cu compasul numai trei puncte consecutive A, f3, F, și pe celelalte 
le aflăm duoind diametral cu aceste extremităţi. Apotama ae = 2H2+ 


Fig. 11.27 


72 


Dacă unim din două în două virturile unui hexagon. de pildă 4 C, E, 
obţinem un triunghi echilateral. Calculind din formulele laturilor și apote- 


E. API R 
molor, obţinem [a = PV3 și ap = E. 
La pătrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul la centzu e: 
este de 907. Aplicind formulele obținem 1, — RVE, a, = RE. 


„„Poligoane* regulate stelate 


Dacă împărţim cercul în cinci arce egale şi unim punctele de diviziune 
din două în două, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui 
wpoligon“ regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersectează şi în interioz 
rul cercului. Acest „Poligon“ se numeşte stelat (fig. IL. 28). 


A 


E, 


Fig. 11.28 


D Cc: 


(EL este un poligon regulat, concav.) 

Atunci cind am făcut afirmaţia că orice poligon regulat are virturile 
pe cero, demonstraţia de mai sus era valabilă şi pentru „poligoane“ stelate: 
nu s-a întrebuințat nicăieri în demonstraţie faptul că poligonul ar fi convex. 
Trebuie numai să considerăm laturile complete, nu porţiuni din ele, cu virtu 
rile lui, extremităţile laturilor, așezate pe cere. 

O primă constatare: A 

Presupunem că un cerc a fost împărţit intr-un număr par de arce egale 
și ducem ca laturi coardele sărind peste cite un punct de diviziune, Obţinem 
un poligon regulat cu un număr de laturi de două ori mai mie; De pildă unind 
virturile unui hexagon regulat din două în două, obţinem un triunghi echila- 
teral: Se pune deci problema „simplificării“ au un factor comun al numărului 
de diviziuni in care am împărţit cercul şi al „paşilor“ — arcuri pe care“ îi 
sărim“ cind ducem corzile — laturi 

Să presupunem că am împărţit un cere în 14 arce egale. Facem un 
tabel în care apare ca Irucţie ireductibilă raportul dintre numărul de arce 
iniţiale și al „paşilor săriţi“. În funcţie de acesta vom preciza natura poligo- 
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„maui obținut, Notăm cn 2 numărul de diviziuni iniţiale, cu k „paşii“ (arcele 
subîntinse de o coardă) şi cu f fracţia ireductibilă obţinută din simplificarea 
rapostului n/h- 


| | 

i i i pa aa 20 |  IRRA c) 3A 52008 

PI 14 14 aa | 44 | 14 aa | aa | 

j 4 2 3 | 4 | 5 6 [e 7 | 

| af aa a, | | 

id Ei Zi al Baia a Saal Baal aa at | 

EI e FR! APEI E 3 Cal 

zi 3=> 143 325| z | z2 | z | SA! 

E „CE | $E8 „52 „02 | 

25 |Eue | ae |EuE| eu [Gue| Es | BE | 

23 [aaa [Bă legi| Ba laaal Ea | î3 | 
28 |eSs|erS ss] si |eăs| ae | ES 


Am oprit aici tabelul. Dacă 4 = 8, atunci n — kk = 6 şi este ca şi cum ami 
fi început să socotim de la punctul iniţial pe cere în celălalt sens. Dacă în loc 
de 44 am fi avut un număr impar de diviziuni iniţiale, de exemplu 2p +1, 
ne. opream la f == p; de exemplu la n = 17 ne opream la & = 8: 

ANă constatare: dacă fracţia iveductibilă este un număr întreg, poligo- 
nul este convex. Dacă numitorul lui f nu este | atunci poligonul este stelat 
şi anume steaua are atitea „colțuri” cit arată numărătorul. 


Deci nu toate poligounele stelate cu ucelaşi număr de colțuri sint 
„asemenea“. Heptagonul din coloana a IV-a diferă de cel din coloâna a VI-a. 


"Tabel de rezultate 


l = RV 

i =-aVă 

WR 

= E VOIE 
bn > UE) —v 


îi 


Tabelul ar deveni mai uşor de reținut dacă am adăuga lac; şi la 7 cite 
un factor VI pe lingă £: ultimile două linii din tabel nu trebuie memorate, 


12. Probleme 


1. În triunghiul echilateral ABC de latură a (fig. 11.29) se ian pune- 
tele W, ME AB, W'P'e BC, M,Pe AC 


Fig. I20 


B N P' (e) 
Determinaţi z în funcţie de a astiel ca hexagonul MA'PP'N'N să fie 
regulat. 
2. Pătratului din figura 11.30, de latură d i se „taie colțurile “in așa fel 


incit să „rămină“ un octogon regulat. Să se calculeze latura z a octogo- 
nului în funcţie de latura d a pătratului (fig. 11.30). 


N 
| 


3. Cunoscind 7 şi RR, calculați d, 

4. Folosind pătratul înscris in cerc de rază A, calculaţi latura octo- 
gonului convex înscris în cere în luncţie de A. 

5. Pe laturile hexagonului regulat, ABCDEF se construiesc în atară 
pătrate, şi în virhurile Hexagonului, cu două laturi ale acestor pătrate 


eră 


ca laturi, triunghiuri echilaterale de tipul lui BH/. Să se precizeze ce fel 
de poligon este GHIIKLMNOPRS (iz. 11.31). 


Fig. II-81 


6. Precizaţi natura poligoanelor regulate pentru n = 7. Cite „tipuri“ 
de heptagoane stelate există? 

7. Precizaţi natura poligoanelor r 
cercului în 24 arce egale. Faceţi tabelul. 

8. Să se stabilească măsura unui unghi al unui dodecagon regulat 
convex (n = 12). 

9. Dacă un polizon ure toate laturile congruente este oure vegulul? 

10. Dacă un poligon are toate unghiurile congruente este oare 
regulat? 

11. Găsiţi numărul diagonalelor unui od 
necesar să precizăm că poligonul este regulat 

19. Să se demonstreze că în orice poligon regulat. convex se poate 
inscrie un cere, adică se poate construi un cere tangent la toate laturile 
sale. zi 

Sa se arate că centrul cercului inseris coincide cu cel ul cercului 
cireumser poligonului regula! convex. 


ugon rezulat convex. Ira 


O problemă cu enunț deasebil.Să punem îmtii problema construirii cu ri, 


ur 
şi compasul a unui seument de lungime Vn unde n este orice număr natural. 
im că construim pe V2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32). 


Li 


„SPIRALA* LUI ARHIMEDE. Pe segmentul AB = 1 ducem perpen- 
diculara BB, = 1. Segmentul AB, = V/3. Pe AB, ducem perpendiculara 
BB: = 4 şi continuăm cu acelaşi procedeu: BB, LAB, (BB, — 1) ete. 
Din teorema lui Pitagora rezultă AB = Vă, AB, 2, AB, = V/5 etc. 
Presupunind construit segmentul ABa_s = /n —Î, construim AB = n. 
Procedeul duce la construirea lui |/A prin „recurenţă“, adică folosindu-ne 
de construcţia prealabilă a segmentelor 2, Vă, Va 

Problemă:* Dindu-se un cere de centru O cunoscut, să se găsească 
numai cu compasul cirfurile unui pătrat înscris în el. 

Dacă reuşim, raza R fiind dată, să pulem „cuprinde“ în compas un 
segment de R)/2, am reuşit construcţia (fig. 11.33). Ca în orice problemă de 
construcţie, să considerăm problema rezolvată: pornind dintr-un punct arbi- 


Fig. 11.38 


inar A, considerăm virturile consecutive ale hexugonului regulat inscris în cerc, 
B, C, D. Deci segmentul AC = R |/3. Cu o deschidere de compas cit AC 
şi centrul în A și apoi în D, trasăm două urce de cerc care se taie în A. 
Considerind triunghiul dreptunghic AMO, segmentul OM = PR |/3. Deci 
construim întii virturile trapezului A, B, CD, apoi cu „deschiderea“ AC şi 
centrele A şi D trasăm arcele de cere care se taie în M, „prindem“ în compus 
distanţa OM şi o „purtăm* pe cere de trei ori. Obţinem astiel virturile pătra- 
tului căutat. 
Două probleme rezolvate 1. Problemă rezolvată. Să se arate că dacă două 
+ numere pozitive au suma constantă, produsul lor este ma:rim cind ele sint egale. 


Vom încerca o soluţie geometrică a acestei probleme. Pentru acvusta 
putem să o formulăm și în felul următor: 

Să se demonstreze că din toate dreptunghiurile cu perimetru constant, 
aria cea mai mare o are pătratul. 


* Problemă dată la etapa pe municipiul Bucureşti a Olimpiadei din 1978 


pi 


Comparăm pătratul APCD de latură a cu dreptunghiul DEFG cu 
lungimea DO = a + e şi lăţimea ED = a — (fig. 1.34). 


A 8 
ÎI 

[e 

2) ee 


Evident ambele au acelaşi perimetru. Cu notaţiile din figură, ca să 
comparăm ariile pătratului A/HCD cu a dreptunghiului DEPG revine la a 
preciza care din ariile dreptunghiurilor ABHE şi HFGC este mai mare. Am- 
bele dreptunghiuri au cite o latură e. Dreptunghiul II are cealaltă latură cu 
mai mică decit o are dreptunghiul |. Deci dreptunghiul 11 are aria mai mică. 

“Să spunem şi altfel: 

Aria lui ABHE este za. Aria dreptunghiului HFGC este (a — a) = 
= az — a? Vizibil aria lui E/PGD este mai mică decit a pătratului ABCD 
pentru că az > az — a? soluţie evidentă (Egalitate am avea dacă z = 0). 

Această problemă rezolvată ne poate duce şi la o a dona: 

2. Problemă rezolvată: Si se arate că dacă două mumere pozitive au 
produsul constant, suma lor este minimă cînd ele sînt egale. 

Vom porni de la problema precedentă: în figura pe care am făcut-o 
pentru că s-o rezolvăra, pătratul ABCD şi dreptunghiul DGFE au același 
perimetru şi ariile diteră pentru că dreptunghiul (11) este mai mic decit drept- 
unghiul (1). Deci adăugăm la dreptunghiul 11 dreptunghiul cu interior haşu- 
vat (111) PN MG astiel incit dreptunghiul (1) şi dreptunghiul CNA să devină 
echivalente (fig. 11.35). Deci pătratul ABCD şi dreptunghiul EDMN sint 


Fig. II.35 


echivalente (produsele DI : MN şi AB: AD sint egale), dar perimetrele lar 
diferă, cel al pătratului este mai mic deci 2DM + MN) > 2AAB + AD). 
O altă, soluție la această problemă se poate da prin puterea punctului 


interior: dintre toate corzile care îrâc prin JJ, în cercul de centru O. ce "mai 


18 


scurtă este AB _LOM (fig. 11.36). Intr-adevăr oricare altă coardă A'B 
care trece prin J are distanţă OV = OM deci B'N: — A — ON > R2 — 


4 8 
Fig. 11.36 B! S 


—0M2 = BM. deci 2B'N > 2BM, deci A'B' > AB adică B'M + MA' > 
> AN + MB. Dar aplicind puterea punctului JM. AM: MB = AM MB 
= constant şi problema este demonstrată! 


LUNGIMEA ŞI ARIA CERCULUI 


inr definirea himgimii mnei curbe şi a ariei „mărginite“ 
de o curbă inchisă sint probleme care in unele detalii ale lor necesită cuno- 
ştinţe ce nu le aveţi incă. De aceea noi nu vom demonstra formulele pentru 
lungimea și aria cercului, ci doar vom arăta un mod inuitiv de a ujunge la 


Calcularea și ch 


ele. 
Să considerăm două poligoane regulate convexe cu același număr de 


laturi, de exemplu două octogoane. înscrise fiecare în cite un cere. 


A A 
7 DA 
N / 
N Se / 


SS 


Să-notăm cu P, p perimetsele lor, cu A, r razele cercurilor în care sint 
inscrise, .. 


Fig 11.37 


_ Avem Ei i Bz 5 2 = E._ca urmare a = pirică că AAOB.= 
AAOB (Cast 1, de exemplu:-CA- = 0E, 408 = =XA40'B'). 


oa 
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Dacă am considera în loc de octogoane, poligoane cu un număr foarte 

mare de laturi înscrise în aceleași cercuri, relaţia P — Far rămîne adevă- 
pe 

cului de rază £. p ar fi yaproa- 


rată, iar P ar fi „aproape“ de lungimea La e 
pe“ de lungimea 7 a cercului de rază r. 


Obţinem, schimbind mezii între i, £- = 4, adică: raportul dintre 


toate cercurile. 


hangimea unui cere şi raza sa este uceluși pent 

Acest raport constant se notează cu 2z:; valoarea aproximativă a lui x 
este 3,14159.... m este un număr irațional; nici el nu se „măsoară“ ci se deter- 
mină de exemplu prin formula, ce conține o sumă infinită. și care o veţi învăţa 
în clasa a XII-u: 


si vaț = 
Luugimea La unui cere, de rază R este esală cu 27 înmulţit cu F adică 


L = 2mf. 
Să revenim la fizura 11.37 şi să notăm cu Q lungimea liniei ABC tor- 


Li 


mată div trei laturi ale octogonului. Avem E = 


p 
Ei » relaţie ce rămine adevărată chiar dacă arcul A BO ar fi mare (prin 


ABC înţelegem măsura, în grade, a arcului ABC). 

Să păstrăm punetele A şi C fixe și să considerăm în loc de un octogen, 
un poligon regulat cu un număr mure de laturi, inscris în același cere, avind 
A şi C printre viuturile sale (pentru aceasta numărul laturilor sale îl vom alege 


00% 


un multiplu de 8). Relaţia Ea = ELL Mă va rămine valabilă și pentru acest 
polizon; Q va fi „aproupe“ de lungimea AM a arcului ABC, înr P va fi, “cu 


rcului de rază A. Obţinem Ed ., 


mai inainte „aproape“ de lungimea La e 
ABC 
360” 

Lungimea unui are de core de măsură u dintr-un cere de rază 22 este 
ur 


dată de lormula 
180 


- de unde deducem: 


(u tind exprimată în grade). 


Fig. IL.a8 


Să revenim din nou Ia figura 11.37 şi să considerăm aria octogonului 


DL RU e EU tibi ea otee 


AB: C.. Ea este ală cu SSuoe = 


şi ne conduce la: 


strația este riguro 


Teorema. Aria unui polizon regulat convex este egală cu jumătatea 
produsului dintre perimetrul şi apotema poligonului 

Dacă vom considera un poligon regulat cu număr foarte mare de laturi, 
inscris în cercul de rază FE, atunci perimetrul său va fi „aproape“ de lungimea 
aproape” de raza cercului. Ajungem la concluzia că 
cu jumătate din produsul dintre lungimea şi raza su, 


cercului, iar apotema 


RR. 


Ariu unui cere de ruză BR este egală cu re. 


In fine, să considerăm, în figura 11.37, aria poligonului 4B...C0. Ea 


este egală cu de trei ori aria triunghiului AOB, deci cu din aria octogonului 


regulat; raportul & este tot unu cu raportul dintre măsura arcului ABC şi 


360'. inind punetele A şi € fixe și mărind mult numărul laturilor poligonului 
regulat (acest număr răminind un multiplu de 8), aria poligonului considerat, 
AB..CO vu fi „aproape de aria mărginită de razele OA, OC şi arcul ABC 
ete. Aj 

Detiniţia. Se numeşte seetor circular figura formată dintr-un are 
al unui cere și din razele acelui cere en capetele în capetele arcului 


-D 


Aria unui sector circular al unui cere de rază R ce corespunde unui 


imngom la: 


şi la: 


de măsură u (exprimată în grade) este dată de tormula 


Observaţie. Cuvintele „multe”, „aprope“, nu au sens matemativ. Ele 
sugerează numai un raționament, mai rafinat. ce wu l-am preoizat, aici. 


13. Probleme E 


1.Aflaţi aria cuprinsă între un are de 60” al unui cere de rază f 


şi coarda sa- 


3. Aceeaşi problemă pentru un are de 240, 
_a. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre se 
dâzoriu cercuri ca în figura 11.40. Arătaţi că aria haşurată este egală cu 
aia triunghiului. 


Fig. 11.40- 


4. Două cercuri secante au razele de 10 şi 7, iar distanța centrelor 
de 15. Aflaţi aria porțiunii comune a celor două cercuri. 

5. Aceeaşi problemă, cînd distanța centrelor este de 5. 

8. Două cercuri tangente exterioare au razele de 9 şi 4. Aflaţi aria 
cuprinsă între cele două cercuri şi una din tangentele comune exterioare, 

7. Aflaţi aria hexagonului regulat de latură a. 

8. Aflaţi perimetrul figurii 11.41, dacă raza cercului este 6 și dis- 
tanța de la centru la virt este 12. 


Fig. IA 


Fig. UL.42 


10. Aflaţi lungimea şi aria unui semicero. Desenaţi. 


11. Calculaţi aria din ngura H.4% (haşurată)„-precuin şi perimetrul 


figurii haşurate, razele celor trei cercuri liini toate egale tu 2. 


sa 2 


Pg. 11.48 


12. Aceeaşi problemă: pentru figura haşurată 11.44 


Fig. Ia 


CAPITOLUL 3 
TRANSFORMĂRI GEOMETRICE 


În primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva noţiuni 
pregătitoare. 


SEGMENTE ORIENTATE SITUATE 
PE ACEEAŞI DREAPTĂ 


Două semidrepte de pe aceeași dreaptă pot fi de acelaşi sens (cu alte 


A 
Fig. VILA 


cealultă), sau de sensti 


ontrare (cu 


cuvinte se poate ca una să fie inolur 
e e a 


Fig. Uz 


alte cuvinte, în caz contrar, sau intersecţia lor este interiorul unui segment, 
sau ele n-au nici un punct comun). 

Observaţie. Dacă A B, atunci semidreptele AB şi BA au sensuri 
contrare. 

Detiniţie. Vom numi segment orientat o figură lormată din două 
punete A, £, nu neapărat diferite, luate în această ordine. 


Segmentul orientat format din A şi Z se va nota 28. 
Deci AĂ este aia el un segment orientat, iar, pentru A + B, segmentele 


orientate AF şi BĂ sint diferite (spre deosebire de segmentele „obişnuite“ 


AB şi BA care sînt aceleaşi). 
Punctul A se numeşte originea iar B extremitatea segmentului orientat, 


— 
AB. 
și 


Detiniţio. Să considerăm a dreaptă d; un segmeat (obisnuit) 2 pe 
sa şi uu „sens“ pe d. dat pruutrw semidrenptă sa hui d. 


u Ss. d 


Fi I-a rr —_— 


Acestea fiind fizate, detinim măsura unui szment orientat A de pe d, 
tel: 
A, măsura segmentului orientat AZ exte considerată 


> 
şi o notăm tot cu A 


Cazul 4. Dacă P 
— 
O: 44 =0, 


orientat AZ este vgulă cu 
ducă semidreupta AZ are 
ta AP are sens contrar cu a 


Cazul 2. Dacă B 7 A. măsura segmentali 
lungimea sezmentulri (obişnuit) A 2, cu semnul 
ueelaşi sens cu eu semnul dacă semidr 


Pip. ura AP +2 ii = Pa AL E Sa 
25 = a ci 


Deci AB + BA = 0. Ducă măsurile a două segmente orientate sint 
egale şi nu sint O atunci begmentele (obişnuite) corespunzătoare sint congru- 


ente. Reciproc, dacă AB 2 CD utugei avem AD = + CD, semnul fiind + 
sau — după cum semidreptele AB şi CD sint de același sens sau de sensuri 
contrare. 
Teoremă. Dacă” 4, BC sînt punete coliniare, avem AZ + BC — AC, 
Demonstraţie Nu trebui să considerăm mai multe cazuri. 


— — 
luce la AC = AC. 


Cazul |. A = B. Relaţia se n 
Cazul 2. B= CC. Analog. 


Casul3. A = €. Relaţia, devine AB + BĂ = 0; am observat tnai sua 
că este adevărată. 
Caaul 4. B este intre A şi C (fig. LIL.5). 


Fig. UL5 E. 


Semidreptele AB, BC. AC au acelaşi sans deci AB. BE, AZ au același 


somn şi relaţia se reduce lu AP + BC = AC. 
Cazul 5. A este între BE şi C (fig. IIL.6). 


iz UL6 8 A Cc 


AB şi BE au semne contrare, BC > AB, Pră are acelaşi semn cu Be 
ş relaţia se reduce la BC — AB = AC. 


E] 


Caiul 6. C este între A şi B. 
Se demonstrează 'asemănător cu cazul 5- 


Observaţii. 1. In detiniţia măsurii unui segment orientat de pe o dreaptă 
dată, putera alege dinta-o dată unitatea şi sensul, alegind unitatea de măsură 
drept un segment orientat nenul, ce urmează să aibă măsură. «+ 1 (fig. 111.7). 


U 


O 


Fig. 1117 


2. Noţiunea de măsură a unui segment orientat și teoreina demonstrată 
mai sus ne permit să demonstrăm unele afirmaţii fără a mai considera mai 
multe cazuri corespunzătoare diferitelor poziţii velative a punctelor de pa.0 
dreaptă. De exemplu: 

Problemă rezoleată: Fie A, B, O trei punote coliniare, fie A' simetricul 
jui A faţă de O iar B” simetricul lui B față de 0. Să se demonstreze că A'B' 
= AB. 


a e satira sk E as 
Rezolvare. Ipoteza se serie DĂ = A0,0B' = BO. Demonstraţie: A' 
Dei je E repre sa regie Zita apar E ie 
_7'd +05 = —04' +05 = — 40 + BO =,0A + BO = BA devi, 


suin am observat după definiţia măsurii unui segment orientat, A" == 18. 


14. Prob'eme 


E 


1. Dacă A, B, C, D sint punote coliniare, arăâtaţi că A 5 + BE + 
sie 
+0 + Dă =0. 
3. Caro este relaţia între măsuri de segmente orientata care defi- 
noşte mijlocul A al unui segment (obișnuit) AB? 
3. Dacă segmentele (obişnuite) AB și CD au acelaşi mijloo, atunci 
AD BB. 
e a = ale 
4. Dacă Ab — CB, demonstraţi că AC = BD. 
5. Fie 4,0, 0' trei puncte coliniare, fie B simetricnl lui A faţă de 


O şi C simetricul lui B faţă de 0'. Arătaţi că ză = 70%. 


4. 4, B, 0, D fiind puncte colini 
e oa ac 

DB + AD. BC = 0. pa: 
7. A, B, M, N fiind puncte coliniare, 4 4 B, MB, N Bi 


[ - 
„ arătați că AB-CD- 


se 
„MA — NA, arătăţi că M 


Semidrepte de acelaşi sens şi de sensuri contrare 
pe drepte paralele 


Să considerăm toate dreptele paralele cu o dreaptă dută, să considerăm 
o secantă şi un semiplen determinat de acea secantă. Toate semidreptele 
obţinute interseclind acel semiplan cu dreptele “paralele cu dreapta dată le 
vom considera că sint de acelaşi sens. 

Dacă acum vom alege două semidrepte situate pe două din dreptele 
paralele din figura LII.8, vom spune că semidreptele au acelaşi sens dacă 
fiecare din ele are acelaşi sens cu semidreapta din fizuru LIL.S de pe dreapta 
"pe care este situată, sau dacă fiecare din ele este de sens contrar cu semidreapta 
respectivă din figura IILS: vom spune că semidreptele alese sint de sensuri 


Pie ILA 


contrare dacă una din ele este de aceluşi sens şi coulaltă de sens contrar cu 
semidreapta respectivă din figura IIL.8 (5, şi s, sint de același sens, fn și fa 
sint de același 'sens, iar n ŞI ra sînt de sensuri contrare) (fig, 111.9). 


Fie. Ia 


Să observăm că aceste convenţii nu depind nici de socanta aleasă şi 
mici de semiplanul ales (fig. 111.10). 


Fig. IL.10 


Să observăm şi că, dacă încercăm să „acordăm“ în acelaşi mod 
sensurile pe două drepte concurente, nu reuşim, deoarece „acordarea“ va 
depinde de secanta folosită (fig. III. 11). 


= 


Fig. IILA4 


Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptă dată, 
acordare descrisă mai sus, ne permite ca, odată aleasă o unitate de măsură și 
un sens pe o dreaptă, să măsurăm cu ele toate segmentele orientate sitmate 
pe drepte paralele cu dreapta dată (fig. 111.12). 


A B 
48 =3 
sii Fig. ILA2 
5 e îD:= —2 
u 
ei el eee e e e 


Nu avem însă voie să măsurăm cu ele segmente orientare situate pe 
drepte neparalele cu acea dreaptă. 

Aplicaţie. Fie a şi b două drepte paralele, A și B două puncte pe a, C 
şi D două puncte pe b. Fie M mijlocul lui AC, N mijlocul lui BD. Atunci 


i i _28+05 

M și N sint situate pe o paralelă la a și d şi avem MN = APCD. 
Enunţul dat, reprezintă o teoremă, „vompusă“ din alte şase, indicate 
în figura 111.13, care corespund cazurilor A = B sau nu, C = D sau nu, 


AB CD sau nu, semidreptele AB şi CD sint de același sens sau de sensuri 
contrare. 


Această teoremă nu ne face deci să aflăm nici un fapt nou. Ea este 
importantă deoarece reuşi şte să unitice într-un singur enunţ, destul de sim- 


plu, cinci teoreme diferite (faptul cc core:punde primei figuri din 111.13 nu 
merită titlul de teoremă). Aceasta es e posibil datorită noţiunilor introduse 
în ultimele două paragrafe. 


AB "AB 


A 9 "A B 
pai ae ARAL 
CD e BC D E iC 


AIBE E A EI 
a Ps 
G Fa) D E 

Fig. 1.43 


15. Probleme 


1. Se consideră unghiurile z0y, 2'0'y/ în care Oz şi 0'z' sint para- 
lele şi au acelaşi sens, iar Oy şi 0'y' sint de asemenea paralele şi au 
acelaşi sens. Demonstraţi că cele două unghiuri sint, congruente. 

2. Două unghiuri cu laturile paralele şi de sensuri contrare sînt 
congruente. 

3. Două unghiuri cu laturile paralele, două de acelaşi sens și două 
de sensuri contrarii, sint suplementare. 

4. Consideraţi un triunghi A BC, alegeţi pe fiecare din laturi cite o 
unitate de măsură şi un sens, consideraţi o paralelă la BC şi exprimaţi 
teorema fundamentală a asemănării folosind numai măsuri de segmente 
orientate. 

5. Consideraţi două drepte paralele, două puncte A şi B pe prima 
şi două puncte C şi D pe a doua, şi unităţi de măsură şi sensuri pe una 
din cele două drepte paralele şi pe AC. Consideraţi un punct M pe AC 
şi intersecţia N între paralela prin la cele două drepte şi BD. Expri- 


pa s — 
maţi 4 = MW în funcţie de z = AM. 
6. Fie A", BC", G' picioarele perpendicularelor din virturile A, B, C 


ale unui triunghi şi din punctul G de intersecţie al medianelor sale pe 
o dreaptă d. 


Exprimaţi GG” cunoscind A, Bă, CE.” 


Vectori 


Cele arătate in p 


gralul precedent ne conduc la: 


Detiniţia. Fie AZ şi CD două segmente orientate. Spunem că 
rle sînt echivalente în unul din următoarele două cazuri: 

1 A=B8,C D. 

2 AZB CA D şi Sînt îndeplinite simultan condiţiile: 

a ABICD sau A, 8, C, D sînt coliniare 

b. AB D. 

e. Semidreptele AA şi CD au același sens. 


8 D 
Di AB (A D 
Fig, 4 
A AC 8 D 
CD [e 
Să obsarvănu că nu puteum impune condiția e atit timp cit n-ar fi fost 


impusă condiția a, 

Owico segment orientat este echivalent cu el însuși; dacă un segment: 
ientat este echivalent cu al doilea, atunci şi acesta este echivalent cu pri- 
mul; două sogmente orientate echivalente cu al treilea sint echivalente între 


| Se ie a 


petiniţie. Se numeşte veetor o mulțime formată din toate sezmen- 
tele orientate echivalente cu un segment orientat dat. 


— 
Vectorul tormat din toate seamentele orientate AA se va numi „„vee- 
vamal mul“, 


—, 
curentă vom spune „vectorul AZ“ în loc de „vectorul ce 


In vorbi 
online segmentul orientat AÂ* şi vom spune deci că „vectorii. AB şi CD 
_ = 
coincid”, sau că „sint egali“, in loc de „segmentele orientate AR şi CD sînt 
echivalente“. L: Ss - 


90 


sl El E 
Să observăm că fiind date-ui segment orientat AF şi un punct C, 
există un punct unie D astfel încit segmentul orientat CD să tie echivalent; 


3 —_ 
cu segmentul orientat A. 


Fig. ILA6 


Anume: dacă: £ — A, alegem D = C, iar dacă £ ş A atunci ducera 
prin C dreapta 4 paralelă cu AZ (dacă A, B, C sînt coliniare, d se alege drept 
AB), alegem pe ca semidreapta s,-de arigine C şi de acelaşi sens cu semi- 
dreapta AB și, în fine, alegem pe s punctul D pentru care CD = AB. 

Pe scurt; orice vector se poate „aşeza“ astfel încît să aibă „originea“ 
în orice punct dorim, - 


Problemă rezolvată 
C' este echivalent 


Dacă A este echivalent cu: CD, demonstraţi că 
cu BD. 
Rezolvare. Cazul 1. A, E, C nu sint coliniare. 
"Datorită faptului că semidreptele AB şi CD au acelaşi sens, ABDC 
este un patrulater. EI este un paralelograma, deoarece laturile opuse AB, DE 
sînt paralele şi congruente. Rezultă că și AC, DE sint paralele şi congruente; 
de asemenea, că semidreptele AC, PD au acelaşi sens. Cele trei fapte, împre- 


ună, afirrhă; coritorm definiţiei, că AE şi BD sint echivalente. 
Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci și D rezultă situat pe aceeaşi dreaptă 
= e 
cu A, B, C și următorul calcul cu măsuri de segmente orientate: ZB = BĂ + 
Ta - > > d > Ş FITI 
+ 48 + CB = 28 + (CD — Ab) = AC ne convinge de valabilitatea enun- 
țului şi în acest caz. 


* Rezultatul din această problemă ușurează rezolvarea citorva din pro- 
blemele ce urmează: 


-- 16. Probleme 


p 1. Desenaţi două segmente orientate care să îndeplinească două din 
3? eondiţiile a, , c şi să nu o îndeplinească pe a treia. Din cele trei vari- 
ante ale acestei probleme, care este „absurdă“? 


su 


2. Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Convingeţi-vă că există un 
punct unic D asttel încit ABCD să fie un paralelogram. Caracterizaţi-l 
„veetorial“* în două moduri. 


3. Dacă AB este echivalent cu A 77 şi DE este echivalent. cu B” 


demonstraţi că AC este echivalent cu A'C” (direct este mai greu dectt 
s-ar părea la început; folosiţi problema rezolvată). 

4. Inte-un paralelogram A BCD se notează cu £, F mijloacele latu- 
rilor AB, CD. în figura obținută găsiţi toate perechile de segraente 
orientate echivalente. cu capetele în cite două din punctele A, B, 
GO DER 

5. În problema 4, completaţi figura cu incă un punct, situat pe 
una din dreptele AB, BC, CD, DA așa incit să putem forma cu el un 


a : y 
AC. În cite moduri puteţi face aceasta? 
ABC are centrul“ în O. „Agezaţi“ vec- 
aţi în fiecare din cele două 


segment orientut cchival 

6. Un triunghi echilat 
torul OA cu originea în 2, apoi în C. Pre 
cazuri poziţia „extremității“ vectorului. 


7. indicaţi perechi de segmente orientate echivalente pe figura 
formată dintr-un triunghi şi mijloacele laturilor sale. 


UNGHIURI ORIEN'TPATE 

Acest puragrat este asemănător ca idee celor privind segmentele orien- 
i dreaptă şi de pe drepte paralele; aci însă situația nu ne 
mi ce au complexitatea noţiunii de vector. 


Dacă privim oaia de hirtie „de deasnpra“, aşa cum facem de obicei, 


atunci, relativ la orice semidreaptă, unul din semiplanele determinate de 
dreapta pe care eu este aşezată ne apare „la stinga“ semidreptei, iar celălalt 
„la dreapta“ semidreptei. 


sreu să realizăm aceasta privind-o 


semiplanul semplanul 
de la stinga, de la dreapta ş 
[iz A a lui s Ig: lipi 


Dacă insă am „întoarce lonia nveasta ar fi transparentă (ar fi mai 


de dedesubt”), situația s-ar schimba: 


semiplanul ce apărea „la stinga“ semidreptei ar apărea acum „la dreapta“ 
ci şi invers. 
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în cele ce urmează vom presupune că „ne-am fixat poriția” din care 
privim planul şi deci că ai preizat, pentru orice semidreaptă, care este 
sermiplanul de la stinga ei şi care este cel de la dreapta ei. 

În legătură cu aceasta, sint valabile următoarele proprietăți: 

a. Dacă două semidrepte s şi t au ucecaşi origine şi dacă / oste situată 
în semiplanul de la stinga lui s, atunci s este situată în semiplanul de la dreap- 
ta lui 


semiplanul Xe la 


Fig. IILA8 


b. Dacă s și s sînt cele două semidrepte diferite, cu originea în O situate 
pe dreapta d, atunci semiplanul de la stinga lui s este tot una cu semiplanul 
de la dreapta lui s. 


semiplanul de la stinga lui s= 
Fig. ms  =semiplanul de la dreapta lui s* 


s” s 


v 
Ei 


e. Dacă Oz, 0'z' sint semidrepte paralele de același sens, dacă Oy, 0'y" 
sînt de asemenea două semidrepte paralele de acelaşi sens și dacă Oy este 
situată în semiplanul de la stinga lui Oz, atunci 0'7/ este situată în semiplanul 
de la stinga lui Oz! 


y N i Ox 
Tiz. 1.20 ul /de la stinga 1 & lui Ox 
serniplăn.. Ti dela sting 7 
i mag, semiplni __——-0 


Observaţie. Am prezentat. noținnilu din acest „paragraf, ca şi din cel 
asupra semidreptelor de acelaşi sens şi de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv, 
la fel ca în partea I din cl. a VI-a. 


» sa 


Detiniţie. Prin unchi orientat vom înțelege o ficură formată din 
doua semidrepte /. Ik eu aceeaşi origine, nu neapărat diterite, considerate în 
această ordine. Îl vom nota ZE (7, A). 

Deci: 2£ (h, k) este și el un unghi orientat, iar, pentru 7 k. unghiul 
orientat 2 ([, k) este diferit de unghiul orientat E (f, h). 

Detiniţie. Prin măsura unui unshi orientat 76 (4, 4) notată tot cu 
E (heh) vom înţeleze. 

a. 0 = dacă e = &. 

b.+ 1807 sau —180 dacă unghiul (obişnuit) 32 (/, f:) este alungit, 
e. În celelalte cazuri, măsura unghiului (obișnuit) 3- (&, £), luată eu 
semnul + dacă / este în semiplanul de la stînga lui £ şi cu semnul — dacă fe 
este în semiplanul de la dreapta lui fe. 


k h 
% (hk)=+450 2 (h,k)=-120* ; 
Vig. II E 
ia y 
> (h,k)= [ie ph k => (hk)=+180* ph 


Observaţii. 4. Convenţia de la e în legătură cu semiplanele n-avea sens 
in cazurile a și b; de aceea a trebuit să le considerăm separat. 

2. În cazul & din deliniţie, facem o convenţie care se poate enunța și 
astiel: în calculele cu măsuri de unghiuri orientate, considerăm totdeauna că 
360 = Aceasta este o situație asemănătoare cu cea în care sintem intere- 
saţi, în aritmetică, de resturile impărțirilor numerelor cu 4, de exemplu. În 
studiul acestor resturi scriem 4 = 0 (mod 4) şi nu 4 = 0, +2 = —2 (mod 4) 
și nu -+2 = —2. Aci vom scrie de exemplu, -|-180* = —180” (mod 360). 

Reamintim că a = b (mod c), unde a,b,c sint numere întregi, înseamnăţ 


e divide pe a — b. în cazul nostru 4 = 3 (mod 3607) înseamnă; citul K-22 este 


un număr întreg. 
3. Oricare ar fi o măsură de unghi u și o semidreaptă h, există o semi- 
dreaptă unică k;, cu aceeaşi origine ca și A, astiel încit E (Î, k) == u (mod 380%). 
Dacă pentru —180- < u < 180” aceasta se poate înțelege din figura 
111.24, să considerăm cazul a = 1000, Avem 1 000* = 3 - 360. — 807 =— —80P 
(mod 860%), conform convenției explicate la punctul 2. Deci problema, în 
acest caz, se rezolvă ca în figura 111.22. 


*(h,k)=1000* 
(mod 360 


ș) a 
h 10008 „+ as 
NE ZE Croata x 


Nenea 3605) N Fig. 111.22 
E N S 
NI . 


k 2 


Un caz mai familiar este u — 280", de exemplu, în care scriem a = 
= 3607. — 80” == —80* (mod 360%) şi care se rezolvă deci tot „prin figura 
11.32. : 

4. Dacă privim planul „din partea cealaltă“ atunci măsurile tuturor 
unghiurilor orientate apar cu semnele schimbate. 

Următoarea teoremă are aceeaşi importanţă ca şi cea asemănătoare 
fie la segmente orientate de pe aceeaşi dreaptă: permite calcule şi demonstraţii 
tără a mai face figura, fără a mai considera toate cazurile ce pot apărea ca 
urmare a poziţiilor diferitelor semidrepte unele faţă de altele. Bineînţeles că 
in demonstraţia ei va trebui să considerăm toate aceste cazuri, cu toată „hăr- 
Hibia“. 

1 mMeoremiă. Dacă u, o; ze sînt trei semidrepte en acceaşi origine, atunci 
Zeu, 0) = lu, 2) + lo, 2) (mod 360%), 

Demonstraţie. Cazul A. u = v sau o — iv. În acest caz relaţia cate evi- 
dentă, unul din numerele din partea dreaptă fiind 0”... . 

Cazul 2. u = ww. Relaţia se reduce la (1. v) = — (0, u); ea rezultă 
din definiţia măsurii unghiului orientat şi din proprietatea a, ilustrată în 


figura 111.18. 
Cazul 3. Unghiul X-(u, ) este alungit, iar celelalte două nu sînt nule. 
w- u 
Fig TII:28 * 
u V 


În ambele situaţii, relaţia rezultă din 3C(u, v) -+- (0, 10) = 1805, 
i” Cazul 4. Unghiul J-(u, 0) nu este nici alungit. nici nul. 
+ Privind eventual „din partea cealaltă“, putem presupune că î se află 
în semiplanul de la stinga lui a. Să notăm cu u' şi w' semidreptele ce „prelun- 
pc“ pe u şi m. 


Fig. 11.24 


w* 


Deosebim patru subcazuri. Ă 
a) v se află în interiorulă-(u, 2) („fig. 111.25, a). În acest caz rolaţia este 


AX, 2) = (a, 0) + Io; 2), despre care ştim că este adevărată. 

b) v se află în interiorul (4, u') sau coincide cu u”. În acest caz relaţia 
aste X(u, 10) = (ur, v) — JX(0, 19), despre care ştim că este adevărată (situ- 
aşie asemănătoare cu a). 
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€) u se află în interiorul J-(u, 2) sau coincide cu a”. În mod asemănător 
cu b) ajungem la X(u, ze) = ÎT(e. e) — Au, 2). 

d) 2 se află în interiorul ÎZ(u', i”). Aici apare situaţia deosebită legată de 
convenţia de mai sus. Relaţia devine (4 — Itu, e) — 30, 2) (mod 
3607). Ştim de la „unghiuri în jurul unui punct” că Ir, 7) + IE(6, 0) + 
+ AX, a) = 360; aceasta arată că diferenţa dintre membrul întîi şi al 
2-lea al relaţiei, împărţită la 360, dă rezultatul 1. Cu uceasta teorema este 
demonstrată, 


V 


(4 (44 


Fig. 101.25 


13. Prob en 


1. Consideraţi un triunghi „1 BC. Convingeţi-vă că sau pentru toate 
cele tei semidrepte AB, BC, CA „virtul rămas“ se află în semiplanul 
de la stinga, sau el se allă în semiplanul de la dreapta pentru toate. 
Emunţaţi teorema asupra sumei unghiurilor unni triunghi conside- 
rind. unghiuri orientate. 

2. Arătaţi că teorema asupra sumei unghiurilor unui triunghi obţi- 
nută în problema precedentă rămine valabilă și pentru trei puncte 
coliniare (dar distinete două cite două). 

3. Desenaţi un pătrat A BCD asttel încit C şi D să fie în semiplanul 
din stinga semidreptei AB. Care sint măsurile unghiurilor orientate 
(AB, AC). (CB, CD), (DB, DA), AD, AB), ete.? 

4. Desenaţi un hexagon regulat ABCDEF astlel încît C, D, E, F, 
să se afle în semiplanul din dreapta semidreptei AB. Care sint măsurile 
unghiurilor orientate (BC, BA), SE(CD, CA) UPC. PB), UA, 
ED) ete? 

5. Se dau două drepte a, / concurente în O şi pe fiecure se alege 
cite o semidreaptă d, /” cu originea în O. Cite valori poate lua măsura 
unghiului orientat ZE(+, /) (prima semidreaptă liind cea de pe a)? 
Arătaţi că 2 -E(a', W') iu acceaşi valoare în toate cazurile descrise. 
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6. Se dau două semidrepte &, k de origine O. Cite semidrepte b de 
origine O există astfel ca ZE (hi, b) = 26 (b, 4)? Dar astfel ca ZE (P, b) = 
= 30) 

7. Oricum ar fi punctele A, B, C, D dilerite două cite două, avem 
3 (AD, AB) + X (BA, BC) + X (CB, CD) + X (DC, DA)—0. 
Demonstraţi aceasta în general şi apoi consideraţi cazuri speciale ca oxem 
ple: patvulater convex, concav, există un punct comun interioarelor 
segmentelor AB, CD ete. 

8. Fie O, A două puncte pe o dreaptă d, fie £ alt punct în plan și 
C simetricul lui B faţă de d. Avem ZE (OB, OA) — —2E(04, 00). 


DESPRE TRANSFORMĂRI. GEOMETRICE 


Obignuim să gindim că două triunghiuri (sau, mai general, două figuri 
gcomatrice, deși nu am discutat acest caz pină acum) sint congruente daci, 
desenind una din ele pe o hirtie transparentă, putem să le facem să coincid 
prin suprapunere. Ne-am ferit pină acum de astfel de „argumente“ în raţiona- 
mentele noastre. În acest paragrnat vom da o expresie matematică precisă a 
noţiunii de suprapunere, sau, cum se obișnuiește a i se spune, de izometrie. 


Pie. II.26 


Din punct de vedere geometric, 0 „Supri 
dan de a considera, odată cu 
pontru o suprapunere dată. in care este „muta 

Dar aceasta nu este altceva decit „0 lunci 
în plan“. 

Detiniţie. Se numeşte transformare geometrică o tuneţie (7 : = 
_a unde z este planul, gîndit ca mnițimea punctelor sale, cu alte cuvinte n 
transformare geometeică este o tuncţie definită pe plan cu valori în plan. 


“ apare drept un pruce- 
are punet P. punctul Q bine determinat 
p 


definită pe plan. cu valori 


g — Matemnatica-geometrte, cl, a VII-a 97 


Altei spus, o iranslormare geometrică este un mod de a ataşa fiecărui 
ptinet-P di plan un- punct bine determinat, care depinde de. P. notat U(P), 
din plan. ia 3.2 

Dar nu orice transformare geometrică apare drept ceea ce gindim noi 


« ti o suprapunere. De exemplu, în figura 111.27, să definim U(P) =, A-dacă 


) 


Fig. 11.27 


„A. -A 
d 


P este în semiplanul din stinga, U(P) = Ao dacă P este pe dreapta din figură 
şi U(P) — A, dacă P este în semiplanul din dreapta. Prin această transtor- 
mare geomâtrică U planul este „strivit“ în cele trei punote A Ai das 
Aceasta nu este o suprapunere; o suprapunere nu modifică distanţele între 
punete. . 


Detiniţie. Se numeşte izometrie o transtormare geometrică, ce duce 
puncte diferite în punete diterite și care duce orice sezment într-unul congruent, 
eu el. k: 

Gu alte cuvinte, transformarea geometrică Use numește izometrie 
dacă: 

a. Pentru orice'A 4 B avem U(4) 4 U(B)- 

b. U(A)U(B) = AB pentru orice A 7 B. 


A U(A) 


Fig. IIL.2R 
UIB) 


Ezemple. Am Văzut în clasa a 6-a că simetria faţă de o dreaptă d, pe 
cere o vom nota cu Se, este o izometrie. 


Sa(4)Sa(C) 
= Sa(A)Sa(B) Fie. D129 
ete. 


Am văzut de asemenea că simetria laţă de un punct O, pentru care vor 
introduce o notație Ja pag. 102, este o izometrie 


i A UB) 
U(A)U(8) = AB i 
A0 = U(A)U(0) Fig. Iu.so UI0) 

ete. 
8 "UIA) 


18. Probleme 


1. Dacă Y este o izometrie şi ABC este un triunghi echilateral, 
atmaci ((A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral. 

2. Dacă U este o izometrie şi A, £, C sint puncte coliniare, atunci 

UA), U(B), U(C) sint coliniare. 

3. O izometrie duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el. 

4. O izometrie 47 duce interiorul segmentului AB în interiorul 
segmentului V(A)U(B). 

5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram. 

6. O izometrie duce un pătrat; într-un pătrat. 

7. O izometrie duce o dreaptă într-o dreaptă. 

8. Dacă A, B, C sint necoliniare şi U este o izomatrie, atunci 
IAB UC) = XA BC. 


TRANSLAȚII 


Detiniţie. Fie v un veetor. Se numeşte translație de vector v, transe 
formarea geometrică 7, care duce un punct P în extremitatea vectorului v, 


„aşezat“ cu originea în P. 
Fig. Ia = 
PS a] 
P 


Vranslaţia de vector nul este aşa-numita transformare iden- |, 


Observaţie. 
tică, transformare ce lasă pe loc' toate punctele P. Ea se va nota cu 7. 


meoremă. Orice translație este o izometrie. 
99 
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Demonstraţie. Fie A şi B două puncte oarecare, A' şi B' imaginile lor 


prin brauslaţia considerată. Segmentele orientate AĂ' și B/2 vor fi deci 
echivalente, deoarece ambele „fac parte” din vectorul translație. Vom de- 
osebi două cazuri. 


Cazul 1. A, 4, B, BF coliniare. În acest caz ipoteza se poate scrie 
= Bă şi concluzia AP = AB rezul din A = AA 4% = 
= 77 +25 + BE = — AA + BE + Ab = AB. 

Casul 2. A, A", B, B' necoliniare. 


A 


A 
Sha 
st 8 Fig. IUI.32 
Lai 
B 
Ipoteza i Concluzia 
AA' |BB, AA4' BP AB=A'FH 


Semidreapta AA” de acelaşi sens cu semidroapta BP. 
În ncest caz începom prin a observa că AA'B'B este un patrulater 
AESTA) 
adică nu arată aşa x ca urmare a părţilor 4 şi 3 ale ipotezei, Avind 
8 8 


e opuse 44” şi P:5 paralăle şi congruente el este paralelogram. Rezultă 


latur 
AB 4'B' ca opuse în acest paralelogram (pentru a evita folosirea, ca mai 
sus, a unei teoreme „suplimentare“ din clasa a B-a, se poate arăta că A A BA 
= AB'A'B, cazul 1). B 


Observaţie. Fie T o translație. Cunoscind imaginea 7(P,) prin această 
translație a unui singur punct Pg, translaţia 7 este perfect determinată: ea 
este translaţia de vector Po7(P5). 

Intuitiv, un Vagon de cale ferată, pe o porţiune dreaptă de linie, execută 
o translație (poziţia sa, la fiecare momen! fixat, se obține printr-o anumită 
translație, ce depinde de acel moment, din poziţia iniţială (fig. 111.32). 


Fig. IIL.99 


19. Probieme 


1. O translație «duce un cere într-un cere. 


2. Donă cercuri de raze egale pot totdeauna să fie „supapuse“ 
printr-o translație. 


3. O twanslaţie duce o dreaptă d intr-o dreaptă paralelă cu ea, sau 
tot în d. 
4. 


vector nenul 7, 


-. : 
îurele drepte transformate ele insele de o translație de 
nt cele „paralele* cu vectorul v al translaţiei. 


5. Se consideră de 
punct M pe primul 
MN să fie congruent 


şi un segment. Să se construiască un 
şi un punet N pe al doilea aşa încit segmentul 
paralel eu segmentul dat. 


cercuri cu o dreaptă. 
Fie MN, PO mij- 
eze poziţiile punctelor 


6. Aceeaşi problemă ca la b înlocuind anul d 

7. Se consideră un pătrat ABCD de centru 0. 
loacele laturilor AB, BC, CD, DA. Să se preci 
TRBUM), Tai), TIP). T33(0)- 

Ș. Se consideră un hexagon regulat APBCDE 


e, de centru O. Să se 


precizeze imaginile virturilor sale prin translaţia de vector 48, Aceeaşi 
problemă pentru translaţia de vector GE. La tel pentru cen de veatar 
ae. 

9. O translație ustor 
lelă şi de acelaşi sens cu ea. 

10, translație transformă un segment orientat intr-unul echiwo 
valent cu el. 

11. O translație transtormă un unghi orientat intr-unul de acer 
măsură. 

12. Poate o trunslație de veu 
el insuşi? 

13. Daţi exemplu de o figură ci 
de o translație de vector nenul. 

14. Arătaţi că o transformare geometrică astormă orice sog- 
ment orientat într-unul echivalent cu el este o translație. 


"ă o semidreaptă într-o semidreaptă pana- 


nenul să transforme un poligon în 


e să fie transformată în ca tasăgi 


ce t 


ROTAȚII 


Detiniţie, Fe un punet fixat şi ui 0 măsură de unghi orientat. 


Rotaţia de centru C şi unghi orientat 4 se detineşte drept transtormarea geome- 


do 


trică Rom ce duce C în C înr un punet Ps C într-un punet 0 — fie. u (P) 
detinit prin ZE(CP, CO) = n, CQ= CP. c 


Q 
i Fig. WI.34 
oleaca 4 
a 


Rotaţia fe. de unghi nul este transformarea identică 7. 
2. Rotaţia Ro, ao de unghi orientat 180” este tocmai simetria faţă 
de C. 


Observaţi 


[2) 
G Fig. IIL.85 


5 
meoremă. Orice rotaţie /îg, „ este o izometrie. 
Demonstraţie. Va twebni să alegem două puncte oarecare M, N să notăm 


M' = Rau UD, N = Rosu (N) şi să demonstrăm că M' N'= MN, 
Cazul „general“ C, M, N necoliniare. 


Ipoteza. Concluzia. 
cu =CW, M'N'= MN 
>e(C.M ) = ZA0N, CN) (=) 


Demonstrația în acest caz. Avem ZE(CM, CN) = 


+ SCAN, CN) = (CM, CM) + XACM, CN) + ACN 
CN) + (CN CN) + CM, CN), = (CM, CN), deci X MCN 
= 3CMEN'. Rezultă AMCN = AM'CN (cazul 1) şi deci MN == MY. 
Cazul „special“ C, M, N coliniar 
Subeazul = M sau € 


ZUACM, CM + 


rezul 


ă imediat din definiţie: CN net 
Subeazul C z M, C 4 N. Din demonstraţia de la cazul general rezultă 


SECAM, CN) = ACM, CN), valoarea lor fiind în cazul de faţă 0? sau 180%, 
Deci dacă semidreptele CU 


CN sint de acelaşi sens, aşa sint şi semidreptele 
„iar dacă CM. CX sint de sensuri contrare, așa sînt şi CM”, CN, 


N = 
. N 


În prima situație avem MN 
= MN, iar în a doua M' 


CM —CN' | ICM — CN |= 
= CM +CN = MN, q-e.d, 


102 


Un carusel execută o rotaţie (cu aceeași precizare ca şi la mișcarea 


vagonului de cale ferată pag. 100). 


20. Probleme 


cere intr-un cere. În ce caz o rotaţie dată duce 


1. O rotaţie duce u 
un cere dat în el îns 

2. Două cercuri «de raze euale pot fi 
al cărei unghi orientat poate fi ales cum dorim. 20. 

3. O rotaţie transformă o dreaptă intr-o. dreaptă. Poate fi dreapta 
imagine paralelă cu cou i ţială? Dar identică? Desocrieţi cazurile în 4 
are au loc aceste situaţii. 

4. O rotaţie transformă o semidreaptă într-o semidreaptă. În cazu- 
ate prin soluţia problemei 3, în care se poate pune problema 
dacă semidreapta imagine este de acelaşi sans sau nu cu semidreapta 
iniţială, precizaţi. care este sitmaţia. 

5. Să se construiască un triunghi echilateral ou un virt dat şi cu 
celelalte donă virturi situate pe două drepte date. Deserieţi situaţia în 
care problema are o infinitate de solu 

6. Să se contruiască un pătrat ce are două virturi opuse pe doua 
cercuri date, iar unul din celelalte două intr-un punct dat. 

. Care sint rotaşiile care duc un ta iunghi echilateral în el însuși? 

8. Acoeaşi problemă pentru un pătrat, 

9. Aceeaşi problemă pentru un hexagon regulat. 

10. Se consideră un hexagon regulat ABCDEF 
AB de centre A, C, £ şi din trei cercuri de 


„Suprapuse“ printr-o rotaţie, 


rile, prec 


i figura JI formată 


din trei cercuri de rază 


EI 
de centre A, D, F. Care sint rotaţiile ce transformă figura 


-nază LA 


H în ea insă 
11. Se consideră un pătrat APCD 


din stinga semidreptei AP. Precizaţ 


care C. D sint în semiplanul 
imarinile virturilor pătratului 


prin rotația Fag - 
Se consideră un hexagon regulat ABCDEF, in care C este în 


semiplanul de la stinga semidreptei AB. Precizaţi imaginile virturiloa 
sale prin rotaţiile Ramos Aceeaşi problemă pentru RR, go 
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13. C şi D fiind puncte diferite, determinaţi un punct X astiel ca 
Ro vag (3) — Rp, am» (X)- Aceeaşi problemă înlocuind —60” cu 4-120". 
La tel cu -F60, +60. 


Problema rezolvată. Dindu-se trei drepte paralele (lixate) să se con- 
struiască un triunghi echilateral cu virturile respectiv pe fiecare dintre ele, 

Observaţie: dacă există unul, prin translație de-a lungul dreptelor putem 
obţine o infinitate. 

SOLUȚIA 1 (folosind numai cunoștințe de clasa a 6-a). Sint date 
dreptele a, d, e (fig. 111.38). Considerăm problema rezolvată. 


a Q A 
b 


Fig. IIL.38 


Ducem (notaţiile sin! vele din figura) AD _L e şi CM înălțimea triunghiului 
care taie sogmontul AZ în M, mijlocul său, Patrulaterul ADC.M este inscrip- 
tibil ICADC = IZA MC = 90, Deci Du, = C, = 307. M este de asemenea şi 
mijlocul segmentului PO (P şi Q sint punctele unde DM taie pe b, respectiv 
a). Problema este terminată: ducem AD Le, ADQ = 30%, luăm mijlocul 
segmentului PQ. Unim A cu M și prelungim pină taie b în B. AZ este latura 
triunghiului căutat. 

SOLU ŢIA 2 (prin asemănare). Dacă distanţa dintre a şi b este m, cea 
dintre şi e este n, latura AC este împărţită în raportul m/n. Cum toate triun- 
ghiunile echilaterale sint asemenea, luăm un triunghi echilateral A'B'C” și îi 
împărți latura A'C” în raportul mm/an prin punctul interior N” (fig. III, 39). 
Ducem prin A” şi 5” paralele a şi b' la BN” şi obţinem o figură pusemenea“ 
cu cea căutată, Fie d” distanța dintre d” şi e. Prin procedeul constiuirii celei 


Fire. 101.39 


ide a patra proporționale“, cunoscind distanța d dintre dreptele a şi e, obţi- 
num latura AC a tiunghiului ABC căutat. 
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SOLUTIA 3 (prin rotaţie). Rotind pe A în jurul lui 7 cu 60 „ajungem 
în C. Deci votind dreapta a în jurul unui punet fixat la inceput 2 pe bi Ubţi- 
nem acolo unde „rotita“ lui « taie e, punctul C, deci avem latura BC a uriu 


sbiului, E 
PROBLEME RECAPITULATIVE 


1. În triunghiul ABC, latura BC = 5 cm, mediane AB = 6 cm 
şi CC' = 4,5 om. Să se afle celelalte laturi ale triunghiului, 

2. Trapezul isoscel ABCD este circumscris unui cerc. El are AB, 
baza mică, de 2 cm şi buza mare CD = 8 om. Se cere raza cercului ingaria 
şi laturile neparalele. = 

3. Într-un triunghi isoscel OAB (0A 2 OB) X A0OB — 36 -. Luam 


pa 
"AB = 36. Să se demon- 


pe latura OB punctul C interior, astfel încât. 
streze că: 

a) AACB = AOAB, 

W 00 = ABS 4c. 

4. Intr-un cerc de centru O inseriem un poligon regulat cu 10 laturi 
(decagon result). Fie AP, BE și EP trei laturi ale sale conseoutive UI 
se intersectează cu O în C. Notind AB — BE — BP 70 Op 
= R demonstraţi că 

a CB=R—i; 

Woc=ac=i 

cd BR D= + ai—R=0; 

d) Verificaţi relaţia 2 + Ar — pe — (+ Eve) (a ARE) ri 
găsiţi de aici latura decuzonului regulat convex in funcţie de raza. cer 
cului inscris. 

5. În trapezul dreptunshie ABCD, înălțimea BC — 4 cm, baza 
mică AB 8 em. Determinaţi 2, măsura 
bazei mici şi latur Ş 

6. In figura R-1 cercurile de centru Os, Oa, O, şi rază fu fa Re 
sint tangente la dreptele V7, V7” și tangente exterioare într. ele 


Fig. RA 


Demonstraţi că uria cercului (0,) este media proporţională între 
cea a cercurilor (04) şi (0,). 
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7. Printr-un punct fix P situat în interiorul cercului fix de centru 
010 7 P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloace 
M şi W respectiv. 


Să se demonstreze că MN are mărime constantă. 
$. În cercul de centru 0. A şi B 


două puncte diametrul vpuse. 
Fie M şi N două punete variabile pe cere, astfel incit MA? 
Dreptele MB şi AN se întilnese în A. 

a) Cite grade are X MPa? 

b) Care este locul geometric al punctului P? 


9. În triunghiul ABC, XI BAC = 60%, BD şi CE sint inălumi, iar 
O este mijlocul segmentului BC. 


u) Să se demonstreze că: AOED este echilateral. 


b) Dacă AC = 4 em şi AB este de mărime variabilă, să se găsească 
valoarea minimă u laturii triunghiului echiluteral OED. 


10. Să se determine care este dreptunghiul de 
într-un cere de rază |. 
11. În triunghiul isoseel ABC este ins 
= 13 cm, iu buze BC = 10 em. 


» maximă inscris 


un cere. Laturile AA = 
ă se calculeze raza cercului 


12. Se dă un cere şi A un punct exterior. Ducem A 7 şi AS tangente 
la cere (fig. R.2). (S şi 7 sint pe Coarda 7L e paralelă cu AS. 
comentul AL taie a doua oară cercul in 0. Demonstraţi că 7Q inuil- 
neste lanzenta AS în 47. mijlocul vi. 


i 


4 [2) Fig. R2 


S 


13. Pe semidreapta AC, ABC, fiind un triunghi, se ia D aşa incit 
IX CBD ACBAC. Demonstraţi că: a) BD este medie proporţională 
între AD şi CD; b) BD este tangentă la cercul circumscris triunghiului 
ABC. 

14. Se. dă triunghiul dreptunghic ABC cu XA = 90, 48 =, 
AC = 4 


Să se găsească latura pătratului AMNP, unde WM € AB. N € BC, 
P € AC. Catwtul» fiind pb. c. aceeaşi întrebare. 


15. În figura R.3, ABC este un triunghi oarecare, ABDE şi ACFG 
pătrate. Să se demonstreze că: u) EC = BG, b) EP_ PG, c) AP este 
bisectoarea lui 3 MAJ. 


16. Un semicere cu raza FR este inscris într-un trapez isoscel (adică 
are centrul pe baza mare DC, şi este tangent celorlalte laturi AB, BC 
și DA). Unghiul ADC format de o latură neparalelă cu baza mare are 
45. Să se afle aria trapezului, 

17. Să se alle aria unui trapez isoscel, ştiind că bazele sale sint 42 
şi 20 cm, iar diagonalele sint perpendiculare între ele. 

18. Înti-un pătrat A BOD sint inscrise două semicercuri cu diamutre 
AD şi BC. Un cere mai mic este tangent la ambele semicerouri şi lu 
latura AB. Să se socotească raza acestui cere în luncţie de a, latura AB. 

19. Segmentul AB = a, fix, este în acelaşi timp coardă şi tangentă 
a două cercuri concentrice de rază variabilă. Să se demonstreze că ariu 
coroanei circulare cuprinsă între ele este constantă, 

20. În pătratul ABCD de latură a (fig. R4) se inscrie triunghiul 
APQ cu X QAP = 30, (Q pe sesmentul DC şi P pe segmentul AC), 
ÎI APQ = 90. Se cer laturile acestui triunghi. 


Pat a QC 


Fig. R.ă NP 


8 


21. Se dă triunghiul ascuţit unghie ABC în care CB = 3 şi inălţi- 
înpa AA” = 2. Să se afle latura pătratului ineeris în triunghi (două 
virturi pe BC, celelalte două respectiv pe AB, AC). 


/ 107 


22. În figura R.5 ABC este un triunghi isoscel inscris intr-un pătrat 
(AB AC = a) şi pe înălțime: 
care taie AB în M şi AC în N-Se cure d 


„onstruieşte un vene 
de a. 


23. Demonstraţi că orice figură plană care un 
perpendiculare are şi un centru de simetrie! Reci 

24. Cu laturile cit ale respectiv triunghiului wchiluteral, hexagonului 
regulat şi pătratului inseris în același cerc. se construioşte un triunghi. 
Să î se precizeze natura. Găsiţi raza cercului circumsoris lui. 


două axe de simetrie 
proca este adevărată? 


a 


25. Pe segmentul AB se consideră punotul JM variubil şi, de aceeași 
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale A MC și APD. Cercurile 
civeumserise acestor triunghiuri se taie în 7 și N (fie. R.6). Arătaţi că: 


AS Da A 


1 4, D, N sint coliniare. 

2) găsiţi locul geometrie al lui /. mijlocul lui CD. 

3) mediatoarele segmentelor CM şi MD trec printr-un punct fix. 

4) ducă AM = a și AB = a, să se exprime CD în funcţie de a şi z. 

26. a) Să se arate că simetricul ot trului unui triunghi faţă de 
o latură se află pe cercul circumscris triunghiului. 

b) Să se construiască un triunghi cunoscind: o inăl 
fixat pe ea și mărimea segmentului dintre ortocentru 


ml A se maşea. 


me, ortocentrul 
alt vint. 

27. Triunghiului ABC î se prelungesc laturile a, hi e cu sepmen- 
tele CB = a, AC" =b şi BA! cum se vede în fizuru R.7. Se ob- 
ţine un nou triunehi A'B'C%.. Dacă ștorzem cu radiera triunghiul 
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iniţial, rămine numai triunghiul ABC. 


Construiţi din nou triun- 
ghiul ABC. 


(Olimpiada R.F.G. 1977) 


25. Un trapez isoscel cu baza mică AB = 2a şi baza mare DC — 
= 2, este circumscris unui cerc. Se cere aria trapezului. 

29. Fie ABCD un patrulater convex cu diagonalele AC = 3, BD=4 

a) Fie M un punct pe AB, MN BD, (NE AD), NP ILAC 
(PE CD), PO | BD, (Qe B0), OM AC (M' e AB). Demonstraţi 
că M şi M! coincid. 

b) Calculaţi laturile lui MNPO în cazul în care el este romb. 

30. Construiţi un triunghi A BC cunoscind raportul 1E -* , latura 
BC = 4 şi raza cercului circumscris Fi = 3 cm. 3 3 
31. În figura R.S catetele AA = 3 em şi AC = 4 em ale triunghiului 
dreptunghic ABC sint diametrele a două semicercuri construite în 
alară. Să se calculeze tangenta 7S comună acestora. 


Păi A pe Pe (2. 


32. Se dă triunghiul ABC şi un punct D mobil pe latura AC. Fie 
O și D centrele cercurilor circumserise triunghi m ABD şi ACD. 


u) Să se arate că raportul razelor acestor cercuri este constant 
cind D parcurge interiorul laturii BC. 


b) Care este poziţia lui D pentru ca razele cercurilor să fie minime? 
33. În fieura R.9 ABC este un triunghi echilateral şi se construiesc 
în afara lui, pe laturi ca diametre, semicercuri. Un cerc este tangent 
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” la toate aceste semicercuri. Să se afle aria porțiunii haşurate în funcţie 
de 7, latura triunghiului echilateral. 


wa courde şi tangente la 
de cere cu în fiu 


35. Dint-un triunghi dreptunghic cu laturile b, 2, să se „decupuze'“ 
cercul inscris. Se cere aria rămasă din triunghi (fig, R.11). 


ş Vi RAU 


b > 


36. Pe laturile AB și CD ale patrulaterului convex ABCD se iau 
respectiv segmentele AJ = NB, DP — QC. Să se arate că dacă ariile 
lui AMPD si NBCO sint egale. patrulaterul ABCD este trapez (fig. 
R.12) 


Fig, Hi 


D d) Q le, 


37. Într-un cerc dat de centrul O şi de rază 2 cm inscriem un drept- 
unghi variabil ABCD. Pe latura AB imăm punctul JM. Ducem MN | AC, 
(Pe BO; NP |BD (PECD), PO | AC (Q€ DA). Arătayi că 
MN PQ este paralelogram şi ealculați perimetrul său. 


OLUŢII 


PROBLEME RECAPITULATIVE 
DIN MATERIA CLASEI A 6-a 


1. Se vompură de pildă AEBG cu AABC. 8. a) 3-B'CH 
su simetricul său formează un unghi de 607 și SE BAC 

) 3 BHC = 120 pa 2 împarte în AC BĂI = 3 = 
Cea oa pa 5.0.1. vezultă congruența AADII — AAN pen- 


A B 


su N 


BMC 


NA BE AMD E SCAN pi AN = 407 
„1. 47 Romb! Cu notaţiile din figură 
AD, BC = DB. Asemiiniător se urată 


AB = BCUi 


tig, So 


AG ra 8 


5. Lose imediut din inegalităţi de laturi în triunghiurile formate cu laturile 
iniţiale. 6. 5%, 50%, 125" 7, Ar insemna (fig. $.0.3) că atit AOAD cit și AOCB 
ar Îi isoscele, şi de aici că dintr-un punct, se pot duce două perpendiculure 
distineto pe aceeași dreaptă. 8; Se dovedeşte că unghiuri ile optisa sint supli- 
mentare. 9. În fizura S.04, ÎCABA” = 90 = ICABA”, IA! = XM. 0. 


m 


Este mijlocul „arcului mic“ BC. Nu are importanţă: trece prin mijlocul arcului: 
pe care nu-l descrie A. 11. Considerăm problema rezolvată. Cercurile cu dia- 
metre DA respectiv BC au cite un semicerc pe cure se află două virfuri ale 
pătratului (fig. $.0.5.) Fie M şi N „mijloacele“ celorlalte două semicercuri. 
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu- 


rilor pătratului. Deci unim AM cu N și prelungim pină taie semicereurile cele- 
lalte. Obţinem P şi E, viturile pătratului și de aici incolo problema este 
simplă. Examinaţi cazul cind M şi N coincid. 12. 1 fiind pe bisectourea XA, 
arcele BL şi LC sint congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a 
doua oară cercul), deci şi coardele LA = LC. 1, centrul cercului înseris fiind 
şi pe bisectoarele lui P şi C! cu notaţiile din figura S.0.6. X L = 2. X 1, 
We 304 303, deci XCIL = a a 33. 


Fig. 8.0.5 Fig. 8.0.7 


13. 3 B' = XAB'B, ete. deci A'B' || A”B” (fig. 5.0.7). 
14. a) Cu notaţiile din figura 8.0.8: CA 2 ICA32 Mas XAs-ANE, De aici, 
3 M, = X ANE, și AAMN înoscel. 6) Ducem AEL MN, EN = EM, 


Fig. 8.0.8 


de aici NN 4 NP — 2PE = 2AH, şi c) locul geometric al lui E este un 
segment din A paralel la AC. he 
15. Laturile neparalele sint congruente: una este linie mijlocie şi alta fiiud 
mediană într-un triunghi dreptunghic este jumătate din 
C'As ll BH, A'C' | AC şi BH LAC deci 

două unghiuri opuse, drepte: figura $.0.9. 


17. Folosind raţionamentul din ultimele două probleme referitor la celelalte 
vilurvi şi laturi ale triunghiului. 18. Prelungim CZ cu CD BC şi se formează 
un triunghi isoscel AA BD cn XI BAD = 60? deci echilateral. 19. Din problema 
precedentă IJ-EDA = 90”, din congruența triunghiurilor ACI şi A BDA re- 
zultă X BAC = XA DEF. Deci AED înscriptibil deci XAFE = XADE = 90, 
20. Ducem perpendiculara pe înălțimea AA”, apoi cu centrul în A şi cu două 
raze cit AB respectiv AC interseotăm această perpendiculară. Există două 
soluții (cu nughi obtuz sau ascuţit) figura $.0.10, 


A 


A Bi Aa [2 


Fig. 8.0.10 


21. A B = XC, (le vom nota pe toate cu 4, 50.11) ADE = 
ALB E Din triunghiul isoscel DEF rezultă: 


* Pig. Son 
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* __ 41802 — (360? — pa — 
EI 


3 ADC = 180% — 
XEDP = XEDA + XADC — XFDC = SS ESL — 902 + 480 — 


i ee Eli a Jai dai a sl — Se al = 90%. 


. întăi construim triunghiul dreptunghic BBC unde se cunose ipotenuza 
BC şi cateta BB. Apoi prelungim BC pină taie arcul care „vede“ segmontul 
BC sub unghiul A. Sint. două soluții după cum constraim arcul capabil de 
A de o parte sau de alta a segmentului AC. 23. Pe cou C construim arcul 
capabil de unghiul 3ZA. Cu raza MA şi centrul V tăiem cu un are de cere 
acest arc capabil: de A, ligura 50.12 


N 


A iz 
AR 


Fig. So. 


ta 
DI AC 
Intersecţia este punctul căutat. Există două soluţii dacă se taie arcul capabil 


n 2 puncte, una dacă cercul de rază MA și arcul capabil sint tangente, ni 
una dacă MA > MN (UN L BC) şi o infinitate de soluţii dacă A =.90 


si Ma =. 
24. Se găsesc trei “triunghiuri congruente, A doua intersecţie a două cercuri 
se află pe cercul ciroumseris unui patrulater. 

25, Construim un triunghi de laturi BC, î Be şi 


CC. De aici rezolvarea 


este imediată... 26. Pe semicereul de diametru BC cu centrul în B respectiv 
€ ducem corzile BB, CC. Unim B cu C şi C cu P şi se vor tăia în Au. 
27. Se construiește un triunghi cu două laturi cit cele date, şi a treia cit dublul 
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizaţi care) 
este latura a treia căutată... 28, Considerăm problema rezolvată, avind cercul 
circumscris lui A BC, prin D mijlocul arcului BC trece prelungirea segmentu- 
i. A (bisectoarea cunoscută) (vezi figura S$.0.13). Perpendiculara din J7, 
mijlocul Ii AC trece ptin D și prin O centrul cercului; mediatoarea corzii 
AD tnece şi ea prin O. Problema este rezolvată: construim triunghiurile 
dreptunghice AA 4'7 şi AAA", ducem DD perpendiculară pe A'M it Dy — 

= AI 0 MD. Mediatoarele i AD şi MD se intilnesc în O. Cu o rază cit 


asa 


OA tăiem dreapta AM în B şi C. 29. Upchiurile 2 AL şi 
sînt constante find „inscrise“ în respectiv arce fixe, deci 
„vede“ segmentul 77” sub acelaşi unghi, şi anume de 90. 


2 MM" (lia. S.0.14) 


p = 
Vig. 0.18 Wig. S-u.14 
complementare. Soluția este deci un cere de diametru 777. 30. Se construieşte 
intii un semicerc de diametru BC se duce pe el P' în compas cu centrul P 
şi raza BB'. Unim C cu B' și prelungim pină taie cercul de centru 4 şi de 
rază OB. Dacă O nu este pe mediatoaitu lui BC. problema este imposibilă. 
31. Considerăm problema rezolvată. OM este axa mediană în OAB (iu. 5.015), 


rs 


i 


A 
Fig. So 

Punctele A şi B sint egal depărtate de OZ. De aici 
să se găsească pe o paralelă la OX OY exal depărtate de AJ. Deci 
Muăm, pe OZ, segmentul MP — 07, m puralelogramul A0BP de dia- 
gonală OP şi punctele A şi B sint cele 

2. a) În figura $.0.16. patra 

opuse drepte. Deci 37 075 
uvem dexa face cu un triunul 


ibil avind două unghiuri 
"5, Deci 


isectoare 7O = 
hi de 602. p) Bisectoareu un- 


shiului mobil A BMC tace prin mijlocul (fi) al arcului mare 0... 


A 


Piz. 30.16 


LA ZA 
M 


CAPITOLUL 1 


1 pag. 12-13 
1. AC = 25 cm, CB = 30 cm. 2. CA = 275 em, CB = 330 cm (C se găseşte 
în afara segmentului AB, mai aproape de 4). 3. a = Ve paza at. 


DA „JCA+CB _ DA+DB 


4. Folosim una din proporţiile derivate: E = PAL 
oo OCB= DBOC=D. 5. Raţionament asemănător cu (4). 
ce 


6. Se aplică teorema lui Thales de mai multe ori...7. Teoremele în legătură cu 
linia mijlocie. 8, Dacă este corect formulată, procedind prin reducere la 
absurd şi folosind rezultatele de la problemele 4 și 5, reciproca este adevărată. 
Aveţi grijă la „așezarea“ punotelor pe cele două laturi. 9. a 2. 10. se 
folosesc, de pildă, două triunghiuri congruente. 11. Revedeţi demonstraţia 
teoremei lui “Thales, care a îost făcută pe un caz particular. În loc de D 
veţi avea Day iar B ar jucu rolul lui D. Evident, neparticularizind, va trebui 
să apelaţi la un „şir de puncte“, seriind de exemplu: „Di Daci: Da, adică 
nu puteţi să enumeraţi toate punctele. 12. Cu notaţiile din figura S.L.1 „pur- 
tăm“ in continware pe aceeași semidreaptă w și u şi, cu originea tot în O, pe 


Fig. SL 


o altă semidreaptă îl desenăm pu e, ducem apoi prin A o paralelă la MN + 
- BN = a. 13. Nu putem „incepe“ dintr-un punct O, segmentul z trebuind să 
apară pe ambele drepte în poziţii care nu-și corespund. Trebuie folosit un alt 
procedeu. 14. So foloseşte teorema lui Thales în AOA,,B, și AOB,C, şi apoi 
reciproca în AOA,C,. 15-16. Desenăm 6 seymente dacă D nu este mijlocul 
lui BC, şi 3 dacă BD = DC. Se demonstrează folosind repetat teoremu lui 
Thales şi problema 4. 17, Prelungim latura AC a wiunghiului ABC cu seg- 
mentul AM = AB. Ţinind seama că triunghiul AM este isoscel, că X BAC 
este unghi exterior lui și că AD este bisectoare, obţinem AD JM B. Aplicăm 
acum teorema lui Thales în AABC. În cazul bisectoarei exterioare purtăm 
segmentul A M 2 A B astiel incit M să fie în interiorul lui AC (Dacă AB <AC) 
ele... 18. Procedeul este asemănător. Punctul JM nu se găseşte în interiorul 


unghiului, dacă A rămine O şi B. 19. Se aplică teorema lui Thales. 20. E 


1 - 
= + Daţi alte exemple fără să umplificați sau să folosiți proporţia din 
va 


sxemplu. 
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2 pug. 18-20 
1.Cu notaţiile din figura S. 
ACARB= AC PN. ţinind sean 


din asemănarea triunohiurilor A DA B=ADME, 


pd „se obţine WP= NA. 2. Pro- 
EIZ2) 


cedeu similar cu cel de la (1). 8. Esprimind două 


relaţii de asemănare unde 


D G 


Fig. Sela Fig. S-a 


figurează un raport comun, se obţine relația cerută, 4. Unim de pildă una 

din extremităţile bazei mici cu mijlocul bazei mari, pria punctul unde se 

intersectează diagonalu ducem o paralelă la buze. 5. Este în fond problenaa 
ah ȘI 


1), se obţine e = „e. ). 7, DE=10, AR= 42. 8. Cu no- 
E 
taţiile din tigura S, 
ad. 


fi LI a 
9. Cu notaţiile din figura S.1.4. (DB == m, AC = n) se obţine, din asemanarea 


ma mb 
i eat. da - A 
FE Ii 00 A crt 


NC = na 


ax 
A__b:_8 
IRI 
2) a ă 
Fig. S5-4 Fig. 5. 
10. a. Folosim notaţiile din figura S.15.: BC, =5, BiCa=3. Revine la 


a impărţi segmentul AA = 1 em în raportul =. Din AM =1+ e = i cm 


băii 


şi NM=3 +2 4 — 45 em. b. Procedeu asemănător cu cel de la 2). 


1. MO = at (0 fiind centrul cercului cu raza mai mică) MO — Pa 


i d STII 
dr MO = — (vezi 


procedeul analog de la problema 6). 13. Procedeu analog cu cel de la 44). 
14. Un cere cu centrul 0” pe OA, cu raza de k ori mai mică, astiel încât 
ga = hi. 15. Raţionament similar cu cel de la 14). 16, Punctul se află la 
intersecţiă tangentei comune (exterioară sau interioară) cu liniu centrelor. 
17. Prin două asemănări se transpune“ suma de rapoarte pe diagonala AC 
18. 4. 19. Se aplică teorema fundamentală a asemănării. 


3. pag. 24-25 
1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-3. La fel cu 4. 4. Cazul doi. 3. Cazul 
! 6-7, Formaţi două triunghiuri asemenea. 5. Raportul ipotenuzelor egal cu 
câl a două catete implică asemănarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de 
asemănare: două unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atenţi 
această proprietate va fi utilă la capitolul arii! 10. Se aplică problema proc 


dentă. 11. Din asemănarea triunghiurilor APMC şi AMNB vezultă: ze 3 


12. Pentru tangenta comună interioară MO! — 


= UC — constant, pentru că raportul dintre o laturii a unui pătrat și diagonulu 


sa este constant (ușor de demonstrat cu cazul 1). 12. Construim un pătat 
oarecare MNPQ cu latura OP pe BC şi M pe AB, unim Fi cu N și prelun, 
gim pină la N" pe latura AC (fig. S.[.6). Ducem apoi N'P'LAB ete. Pătru: 
tul căutat este M'N'P'O'. 18, Din congruența APAD = AMAD, b. Din 
asemănarea AA BE = AA MO (cazul 2). e. Se arată că MBL PS, și că patru- 
laterul convex PA P.M e inscriptibil. 14. a. Din congruența AFC B = ADCA. 
b. Din a. rezultă AGCB inseriptibil şi de aici imediat b. e. Patrulaterul CDEG 
insoriptibil (din a) ato. 15. Am demonstrat (11) că într-un triunghi, produsul 
dintre înălţime și latura pe care cade este constant, Deci DO: AC = DC - AA! 
(în AADC), PD: AB = BD: AA' (în AABD, A' fiind piciorul înălțimii din 
A) dar BD= DC şi de aici relaţia cerută este îmedia 


5. pag. 33-34 


1. Comparăm in figura 5.1.7 APAT=APBTE (cazul Î). 2. Se aplică in ambele 
puterea punctului şi se pune în evidenţă secanta comună. 3. Se demonstrează 
că un punct care nu sn găseşte pe acea secuntă coanună are puteri diferite faţă 


8 


A 


8 


Fig. S.U7 Pig. 9.1.8 


al cercului şi constatind 
a. 4. Tangenta comună 


cure este diterența_lor, 
ucest cere este Vii ditate, se ia coarda n-o ca 
"diumatru, 7. tru « dreapta d în MW. Construim 
e = VMA VE. Apoi luăm pe d segmentul MP — e, care se poate ma în 
“louă sensuri, şi construim cercurile ce trec prin P, 2, A. Sint două, după 
cum am luat pe dreapta '/ punctul P de o parte sau de alta a ui MW. Dată 
AB []ud. atunci punctul P de tangenţă obține duciud mediatoarea seg- 
mentul A fi. la iuterseoţia ei cu d. Atunci soluția este unică. $. Comparăm 
triunghiul 7 AD și A MC Bși ţinem seama că unghiurile opuse într-un patru- 
later inseriptibii sînt soplementare, 9. Dacă Î-A, „pentru că CA MD 
CRC rezultă DAC, (fig. Si). 


Fig. 5.1.0 


MD — ABC vezultă şi asemăna- 
3 Da, deci 2(34 —- AA + 
180“. 


Aplicind cazul 2, din asemănare 
vea AMDC — AMA i 
Ti cas 


+ 375 + IG co (az (ATA + 476) 0%. 10. Cu notaţiile 
din figura 5.110 avera pe ude o parte MA MP = k (din ipoteză), pe de altă 
parte MA : MC = e (constant) (ca putere a punctului 7 faţă de cere). Văcind 


EA 


Fig. S.140 Ă acasa a ENE cp A 
E, 


i 


raportul, ue —k (constant). Deci dacă C descrie cercul, M descrie şi el un 
Z 
cere, raportul dintre raze fiind E, avind centrul 0”, a Za 


11. Dacă M'se află pe cere, ducem diametrul ce trece prin M (MN) (lig. 5-11). 
Punctul P astfel încit MN- MP = k va fi (din asemănarea AAN -> 
PU BP, cazul 2) piciorul perpendicularei din £ pe diametru. P este lix, fi 
mobil, deci descrie coarda perpendiculară pe MN. 


D 


Fig. SIA Fig. 5.112 


12. a) Pe latura AD construim unghiul ICEDA 2 XODB, triunghiurile 
DA ACDB (5). b) Se observă că şi AADB = ALDO (xx). 6) Din (5) 
(x) rezultă respeotiv (cu notaţiile din figura $.1-12) A m 45, at 


2 40 mu SC d) 
DB a 
BD(ALE + EC), 


» 
unde bd = AB: BD, ca = DB: EC. Adunind: bl + ca = 
ie.d. Această teoremă se numeşte a lui Ptolomeu. 

3 Demonstrația este prin reducere la absurd. 

14. Construim un cere oarecare ce trece prin cele două puncte, astfel incit 
(să taie şi pe celălalt cerc. Ducem secantele comune ale celor două perechi 


de cercuri. Din punctul lor comun ducem tangenţa la cei 
astfel un al treilea punct (cel de tangentă) 
şi celor date este cereul căutat. Constr 
fat de centrul cercului dat şi vele două 
soluţii. 


ul dat. Obţinem 
Cercul circumseris ultimului punut 

sc simplifică dacă triunghiul for- 
cte date vate isoscel. Sint domă 


6. pag. 39-40 


1 12, E = , E „3. Proiecţia catetei cunoscute pe ipotenuză este 6, ipotenuza 


este 50, cealaltă catetă 10, proieoția celeilalte catete pe ipotonuză este Va 


3 

3. Ipâtenuza este de 25, cealaltă catetă de 20 şi celelalte segmente importante, 
+6 obtin prin înmulţirea cu 5 a segmentelor omoloage dintr-un triunghi cu 
laturile de 3,4, 5. 4. O catetă este de 26, cealaltă catetă 62,4, ipotenuza 67,6 
ete. 5. Cateta cu proiecția cunoscută are V10, cealaltă catetă este de 150, 
înălţimea de 15 V10 etc... 6. Înălțimea are 21, ipotenuza 70, o catetă 7 VID, 
cealaltă 24 VIO ete... 7. Dacă într-un triunghi pătratul unei laturi eate ei 
cu suma pătratelor celorlalte două laturi, triunghiul este dreptunghi. A verif 
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o greșeală tipică în formularea acestei reciproc : se face în enunţul următor: 
„Dacă pătratul ipotenuzei este egal cu suma pătratelor catetelor, triunghiul 
este dreptunghic“. Or am admis de la început să triunghiul „are“ catete deci 
că este dreptunghic. Demonstrația se tace prin construcţie: se dă un triunghi 
cu laturile a, b, e, şi pe laturile unui unghi drept desenat alături ÎI 
poartă respectiv segmentele OC — 5, OB = e. Rezultă PC 
Din congruența celor două triunghiuri rezultă adevărul afirmației. 8. 
figura $.1.13, folosind notaţiile ei: ce — za, W* — a(a—z), adunind obţinem 
e baz tra—m)=aă. 
9. În AABC cu AA = 90 luăm pe ipotenuza BC punctele D 3 E asttel 
cu BD = BE = BA, D fiind între B şi C (este ca şi cum am fi dus cercul 


A 


b Fig. S.A3 


53 a-x ZE 
de centru şi de rază BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD 
şi cu IZA = 90” arătăm că JE = XIDAC = + IA BC (de fapt am redemon- 


strat pe figura noastră teorema asupra unghiului înscris). Avem AACD = 
RER IRI 
= ABC 


ce 


2 
mare 4/29. 15. Există două posibilităţi: a) înălţimea de 2 V26, cealaltă dia- 
gonală de V145, latura oblică V113; b) înălțimea de 4 VIA, ceal diagonală 
295, latura „oblică“ 8 16. 2V21. 17. 8 V2T/p. 18. d — V309. 19. Ducind 
prin punctul M o secantă ce trece şi prin centrul O, deducem că puterea lui 
M taţă de cere este OA: — fi. Ea este minimă dacă OM — 0 deci cînd punctul 
este în centru, caz în care puterea este — Ri. 20. V55. 21. 2 VF. 22. 391, 
Văi, 28. Folosind teorema înălţimii într-un triunghi dreptunghic, sau, caz 
general, folosind puterea punctului într-un cerc unde se poate duce o coardă 
de u +-e. 24. Considerind triunghiul de catete 3 şi 4, ipotenuza este 5, pro- 
iecţiile catetelor pe ipotenuză sint 16/5, 9/5, iar înălțimea 12/5 (vezi problema 
rezolvată 1). Considerăm acum un triunghi asemenea cu el, „raportul de 
asemănare“ fiind 5 ete. 25. E mai mică cea dată. 26. Cea dată este „lăţimea“ 
adică latura mai mică a dreptunghiului. 27. 5 V10, 13 V10, 15 10, 9/10; 
48,40; 48-40 = 8-5 V10.15V10 + 13V10-9V10 sau 48-40 = (5-15+ 
9)10 ete. 28. „Dacă într-un triunghi ABC, D este piciorul înălţimii 
AD: = BD- DC, atunci XA = 90%“. Fals, deoarece D ar putea să 
nu fie între şi C. 29. Construim triunghiul B'A'C' cu A' — 90%, B'A'= BA, 
ca ă şi nmmai dacă BC = 
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7. pile 40245 


ae 
m. < sin y. Consideram un sfert de cere unde 40 — a şi 102 = y 
a vontrul direului (fig. S.1.14). Evident CC” > BE” (jumătate din coarda 


: a E 
ma — BE sin y = CE tunde A este raza cercului). 
R A Li 


(0 
mai apropiată de centru) 


Fracţiile au același numitor si este mai mare cea cu numărătorul mai mare. 
3. Raţionament similar cu cel precedent. se obține cos z > cos 4. 8. Sinusul 
creşte mai repede în zona valorilor mici. 4. z = 45» 5. Din tabel 5% < 2 = 


| & 
Ri B 


Fig. Sl 


7 JA 
[) Es EIB 
- = 90 — a < 34. 6. Din figura $.L.15 rezultă pe lingă 
cale nâtate că inâlțimea este sin cos 7, iar proieețiile pe ipotenuză sint 


D (e 


[i 


7, Privind gura S.L-16, AB, 40 


: „BD = hei DC = 
sin e E 
he ctg, ande numim tangenta unghiului z (notat tg:0) raportul dintre cateta 


apusă lui și cealaltă catetă, și constatăm că tg 2 od 


„iar cotangenta unui 
cos z 
unghi (notată cu ctg 7) numim raportul dintre cateta alăturată și cealaltă 


caz = E. S. Cu notaţiile din figura 


A_ ab [=] 


cateta; se verifică uşor 


D b+ccosx tă 


SL DC=pre- ps. AD=ec-sinz,  BD=VETI cinta, AC = 
in2z + (b-re:cos a). i 


2R sin. 
9. 21 - sin 


10. Baza este 2a - cos z:; 


nălțimea corespunzătoare bazei este 


- sin a, fiecare din celelalte înălțimi este 2a - sin z- cos z. Il. sin = = 


= (ip, S.147) 12. te: 3 L (fig. S.1.48) 


Fig 8.148 


13. sin 


2 (iz. 8.1.19) 14. sin % — a, sin 2 = EEE? (condițiile A a 
+7 < i RUTA existenţa EA E CaTa 


sa 


Fig. S.1.20 Fig. SL 
16. BF = a: costa, AF 
= a-sin z-cos 2 VI siniz costz. 

SR. pag. 52-53 

1. [—1,1] fiecare valoi o singură dată! 2. [0,19] în ata de capete, fiecare 
valoare de două ori! 3. 440...,z = 112€, cos z „6 imposibil; e = 23%. 


4 deocamdată este imposibil, sin 2 = 2 poală 4. Se folose ia 
teorema lui Pitagora. 5. sin (90” + z) = cos z, cos(90” + z) —sin z. 6. 


ini 2)2 + (a - costz — a: cosiz)? = 
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= 46 
AR tă 


9. ma = | SA — 15% — 135, me = VE. Mp = 3 V1d. 
10. Notind cu A unghiul de 60%, AB = 8, 4 
Pitagora generalizată BC — V97: sin B 


11 obţinem din leovenwa tai 
Căii 


vor calcula din tabele. M.S 


sin 2230 =, „sin Eă - 
= 0,601 (aproximativ prin lipsă). 
n 50 _ 
17. a) dy = 89 + BO cos 40 = 89 + 80 sin 607, p)Ama — sm B 
ă Li 
sa sin 40 (ae a şi & prin sinusurile lor). 
80 + 80 sin 50” 3 
18. a) 7..b) unghiul ascuţit dintre tangente are cusinusul cos e = e EI 
19. a = ..; b)eona = 28. 20, Fig. S.1.22 se aplică teorema ni 
26 U 


Pitagora generalizată unui triunghi cu laturile 1ă, 14, 6 şi se obţine că 
unshiul opus laturii de 13 este obtuz. Din lungiinile proiceţiilor laturilor 
neparalele pe baze, apoi înălțimea trapezului. b) rezultă aplicînd Pitagora 
datelor obținute. e) Cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizată, din același 
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagonalele 
se deduc şi unghiurile dintre diagonale şi baze ete. e) Utilizind suma unghiu- 
rilor înte-un triunghi. 21. Diagonala nu poate torma un triunghi impreună cu 
laturile de 4 şi 6, deci ca formează un triunghi impreună cu baza de 16 şi 
latura de 6. Cum 12 — 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu baza 
mare. Din teorema lui Pitagora generalizată, proiecția diagonalei de 12 pe 


baza mare este 41 2 — 4, deci trapezul este ca în prima figură. Se continnă 


intr-un mod asemănător en problema 20. 23. Sint două soluţii după cum acele 
capete sint de părți diferite san de uceiaşi parte a dreptei: Vi POE 5)I. 
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33. în AABD, ABCD se calculează (M şi N fiind proiecţiile lui A, C pe 
BD) BM, BN şi apoi AM, CN (teorema lui Pitagora generalizată, apoi teo- 
rema lui Pitagora). Se aplică problema 22. 24. Se loloseşte problema rezolvată 
(3) în cele 4 triunghiuri formate din cite o diagonală şi cite două laturi...; la 
Sfirşit se foloseşte suma unghiurilor intr-un triunahi. 25. După cum 37 2 -+ 
-- 30 D este > , = sau — decit 180%. 


9. pag. 58-59 
1. Cu notaţiile din lcuru 512 


Fig. 8.128 Fig. 81.24 
sac 
teorema. bisectoarei şi apoi Stowart. Se obţino: 202 +- "26. — 
v+e bre 
P bu e, o : : - : a. 
a = ee şi de aici se scoate i, bisectoarea unghiului A... 4-5. Enunţarea 
e 


reciprocei nu ridică dificultăţi, demonstrarea ci se face prin reducerea la absurd 
4. Se aplică teorema lui Montlaos în ACC4Ca, ținind seama că raportul seg- 
i 
MC, 
7. Se dau trei cercuri exterioare două cite două CyCaCa: Fio. Mas intersecţia 
tangentelor comune interioare ale cercurilor C+, Ca, Mya lu fel pentru CuCa 
iar Mag intersecţia tangentelor comune, exterioare... Demonstraţi că Ja, 
Mas Maa* sint coliniare. 8. Cu notaţiile din figura S.1.25, adică ţinind cont de 
tangentele (segmente) dintr-un punct la care sint. congruente, aplicăm teorema 
lui Ceva. 9. lxact același enunţ, înlocuind „cercul inscris“ cu „un cere 
tangent celor trei laturi, pesituat îi interiorul driunghiului“. 10. Două drepte 
perpendiculare pe segmentul de dreaptă care uneşte punctele, demonstrind 
că proiecția medianei triunghiului cu vint mobil pe latura fixată, rămîne 
mereu aceiaşi... 11. Se aplică rezultatul de la problema precedentă şi se obţine 
o dreaptă perpendiculară pe linia centrelor (această dreaptă se numeşte axă 
radicală). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma 
cu trei cercuri Ca, Ca, Ca ce n-au centrele coliniare sint concurente (sau coincid 
toate trei). Demonsitaţia pe baza problemei 41, la fel ca la concurenţa media- 
toarelor. în triunghi: 18. Avem -ME_.-NC_. PA -—4 (Ceva), MC = WE. 
MC NA PR MB MC 
14. BD: — MB: — MD3. Se scriu alte usemenea 5 relaţii; se înlocuiesc in 
velația de demonstrat și se obţiue vu identitate. Reciprocă: dacă punetele 
DE-A situate pe laturile BC,CALAZ3 ule unui biiungh! satisfac din enunţ. 
aturei perpendieularele ridicate În acele puncle pe laturile rospectivesint 
concurente. Demonstraţie. Fie M intersecţia celor din D,E şi F” piciorul per- 


mentelor 


= 2, unde s-au folosit notaţiile din figura S.1.24. 
n 


eta. 


125. 


mlarei din / pe AB. Folosind şi teorema directă deducem că fA2— 
—FB: — F'A—F' ă presupunem că ambii membri sint pozitivi, deci 
că F, F! sint de aceiaşi parte a mijlocului X a lui AZ ca şi B. Avem PA:— 
= (PA—X. (FX—XB) = 2FX - XA și deci rezultă PX — PF". 
ținind seama de poziţie, £ = F'. Dacă aţi dat alt „final de soluţie“ atenţi 
la situaţia în care nu ambele puncte £, F” sint între A şi B. 15. Folosiţi pro- 
blema 1: un cere cu centrul în mijlocul X al Ini AB, san mulțimea formată 
numai din X. 


16. 


XW* +AP=AXZ 
(ĂXT + ASP 


S = TZ (fig. 5.1.2). 


ai 
Fig. SL. 
S P 
ZI 


LA Ze Mia iC 


17, (Figura $.1.27) 


soluţie dacă Bi 
soluţie dacă Z 
soluţie dacă B 
B 
B 


0 907! b = a- sin 

1 soluţie dacă £ — 90, 6 = a: sin £ 

2 soluţii dacă A — 907; a- sin B=b <a 
1 soluţie dacă B = 90, b > a 


a: cos B + VII-a? sin? unde semnul — apare numai dacă sint 2 soluţii, 
] 


10. paz. ti—64 


1. Serniprodusul catetelar. al, 4.1) 5 Ă 
b) Raportul produselor laturilor care formează unghiurile congruente. 5. S.=— 
= VP DP DAP e). unde p = caza şi a. h, e laturile triunghiului. 
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6. Sage — Sase + Spce — (Sape + Saoz) + Sece (se aplică de două ori 
proprietatea de aditivitate). î. Se prelungeşte AM pină taie BC în N. Avem 

Apo = San -+ Sanc — (San. pan) “+ (Scan + Scua) și apoi Supe = 
"Suna 4 Suc (de trei ori aditivitatea). 8. Unul din triunghiuri are aceeaşi 
arie cu un altul care impreună cu al doilea triunchi din enunț completează 
pgralelogramul. 8. Se ține cont că mediana împarte un triunghi în alte două 

unghiuri de aceeași arie. 10. Cu notaţiile din figura S.I1.1 (i este bisectoarea 


iai / 
[AN 


Pi SII 


BX PAIE 
lui A) expiimăm în două moduri raportul ariilor: 


di - sin A 
SAR e ha 
Saci vh E 0 


„ Prin simplificare obţinem relația cerută de 


teorema. bisectoarei 
ja, PE — Sara 


FO Sar 


= AC AD -sina __ AB Sacp _ (ABP 


AB AD sin — AC Sao (AC). 


12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 41. 13. Suma distanțelor este “1 
ct înălțimea triungiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura $.11.2) 


A 
E Aa 


Fig. 8.1.2 Fig. S-U.8 

Saop _ SABM. î A i 

SAoB — AEM (AAOB, =)a 

FE zi FIII rs , AABM au aceeaşi înălțime ce pleacă din B, etc.), 
j SAmB. IPEE s i 

Apoi SAE. — 17. (au aceeaşi înălțime ce pleacă din A). Înmulţim cele 


trei relaţii de tipul -SAPM_ 


a OC, MO 
15. Fie ABC, A'B'C” şi DD” picioarele înălțimilor din AA”. Avem AABD = 
"mm ; AD AB BC _ .; _SABO BO -AD Bop 
=AA'B'D', deci ac = Se = ( )- 
pasi si AD AP BC Sapc BO - AD Bo 


ME. între ele. 


. 
16. (Figura S.11.2) Sazo be ri: mo 8 Aaaa e E AB-R + 7 BC: 


"Rr ICa-R= sta + ac + CAR ete. 


17. teorema lui Thales ete. 


18. Evident: La = 1 ap, 
hidistante faţă de BG. 


19. Două paralele ecl 


11. paz. 66 
i 
dreptunghi (fig. S.11.4) 


A A 
Vă 1): Fig. S.u4 
A i 


1 
4. Procedeu identic cu cel de la romb: 5 = £ dida 


il“ intr-un, 


5 om 2. 1 d,d,. Sau se mai poate considera că este „inscripi 


4. Înscriem patrnlatarul intr-un paralelogram şi obținem $ = 1 dydesin a 


(ig. S.IL.5) 


5. 8 = Snaa + Space. Unu din descompuneri este cea din S.11.5. 
Ducem prin 4 şi C paralele la BD și notăm cu 7/1 distanța dinire ele $ — 
= L BC: h. b) Alte două descompuneri le obţinem fie prelungind AD pină 
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taie CB în M, tie prelungind AD pină taie CB în N. Scriem: Sau + Supe = 
= Sanp + Seup 4 Spuc = Sanp + Snpc- 
7. Cu notaţiile din figura S.11.6 putem descompune patrulaterul £BCD ducind 
diagonala BD. Deci ă 


“eapa + Sanp = Supa “+ (Sano, + S. 
3. Cu notaţiile din figura 5.1.7 


D N Cc ji Bo = [ej 


tg, S.1.1.7 Fag. S-AU 


= Samap -t Smcp = Sanap 


Saunv + Sauno = Samnu Suc | i r 
MP şi se ajunge la problema 


9. Ducem o diagonală a lui ANPO de 
precedentă (lig. 5.1.5). 

10. Lema: Fie ABCDE un pentuzon 
duce o diagonală, „descompune onul intr-un triunghi şi un patru- 
ater a căror sumă de arii este constantă. Această constantă se va numi ur 
pentagonului convex. Cu nataţiile din figură, după ce am dus o diagonală, 
de exemplu EC, să cercetăm Sepc -+- Sauce. a) Mai ducem o diagonală din- 
ma din extremităţile celei deja duse, de exemplu FB. 


avea (fig. S. 11.9). Atunci oricum um 


C Fig. Suro 


Avem Suna “+ Sanap = Supe + Saca + Srpa = Sencn + Sans. În acest 
caz lema este demonstrată. b) Dacă ducem o diagonală care nu are ca extre- 
mităţi pe E sau C, de exemplu BD, avem: 

Sance + Scup = Saue + Ssuo + Suc + Suve = SaBbe + S8pa q-0.d. 
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11. Nu putem determina aria; zontraexemplu; un dreptunghi eu ungimea a 
şi lăţimea Pb are aria ap. Un paralelogram cu O latură a și alta b, dar cu un 
unghi între ele a, z 7 90%, are ca arie a: b- sin a < a-l. 12. Dacă se cunosc 
toate laturile: trebuie duse dintr-un viri sau donă diagonale la pentagon 
(respectiv una la patrulater), sau să fie cunoscute două unghiuri consecutive 
la pentagon şi unul la patrulater... 13. Se aplică problemă precedentă. 

14: Calculăm aria patrulaterului A BCD (fig. 5.11.10) și mai măsurăm unghiu- 
rile Ş FAD, X FDA. Avem deci prin diferenţă pină la 180 şi pe 3 APD şi 
de aiți: 

AD: sin_ FDA - sin _FAD 


Sara = 2 sin AFD 
ez 

Z , 

| 
[a 
8 
a [e 
Fig. 8.11.10 Fig. Sara 


15. 4/5. 15, În figura SILA AEBD și AEAC au aceeaşi arie, de asemenea 
şi AABD şi AABC, sau AAMD şi ABMC. Demonstrația este imediată 


1 1 


Sa = ah (42 — 1), Sana = akh, Sanc = ah(k = 1) și ra- 


poartele ultimelor trei arii cu aria trapezului vor fi: 4/(A2 — 4), k/(2 — 1), 
[(h +1). Rămine de exprimat în funaţie de a, k, k ariile AAMB, ACMD 
care se obţin din asemănarea lor cunuscind suma înălțimilor lor? 

17. Ducem dintr-un virt, de pildă B, paralela BE la diagonala ce nu trece 
prin el (AC) (fig. $.11.12). Sar = Sancp- 

18. Cu notaţiile din figura S-I1.-12 (M mijlocul lui AB, N al lui DC) Samy = 
— Sam. Dacă și SApn = Sanc cum rezultă din ipoteză, atunci perpendicula- 
vele i — ha şi problema este rezolvată. 


ah, Sac = 


B 
A 
LI] 
Fig. 5.1112 Fig. S.I13 
12 pag. 75 
1 20 (V2 — 1) (am raţionalizat numitovul ampliti- 


cind fracţia cu /2—4) 3. a = Va = VIE Pi 
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= Ry2 —Va. 5. Poligon regulat cu 12 laturi (laturi congruente). 6. Facem 
tabelul din care rezultă două tipuri de heptagoane stelate: 


] 
n 7 7 7 
k 23 2 e 
4 ŢI 72 73 
heptagon heptagon heptagon 
convex stelat stelat, . 
7 Ta ai [za [2] 2120 | at] 20| 20 [ea] 21] 24 
pi aa gres | 76 3 Ţo ]o Țaa 
pipa i aL da ELE | A [E eee) e pe a iu [E i 
2 Li 5 2 8 3 10 n 
zap |2ac | 70 Țaaz az | 72 |az [az | 7L |atz |az 
21 | 'sto- | cvx | ste- | ste- | ste- | ev | sto- | ste- | sto- |ste- 
CV | lat lat | lat | lat lat | lat | lat |lat 


8. 159. 9. NU! contraexemplu: rombul diferit de pătrat. 10. NU! Contra- 
exemplu: dreptunghiul. Se ajunge la intrebarea firească: pare pentru orice 
n > 4 se poate construi un contraexemplu? Încercaţi! Pentru a doua între- 
bare puteţi duce o paralelă... 11. N-are importanță dacă octogonul este regulat, 
sau nu. 12... Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru- 
ente, sint congruente şi înălțimile... 


13 pag: 82 
1 Bilan — 3V8) 
a IE] 


2. Ra? — 12) 


3. Se află aria „intregii“ figuri, adică se adună aria triunghiului cu aria semi- 
cercurilor desenate pe catete. Din această sumă se scade aria semicercului 
desenat pe ipotenuză, 


4. Unghiurile de lingă latura de 15 sint ascuţite (fig. $.11.15). Aria căutată 
este suma ariilor celor două sectoare din care se scade dublul ariei triunghiu- 


> <p 


Fig. S.IL-14 Fig. S.11.15 
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lui. Vezi probiema rezolvată 3, în legătură cu determinarea elementelor 
nevesare 

Figura S.ILA4 şi 
ariei triunghiului 
minus suma ariilor celor 2 


mutată este aria sectorului din cercul mic plus dublul 
sectorului din cercul mare. 6. Aria trapezului 
etoare. (fig. $.11.16). 


E 


Fig. BAL.47 


5. În figura S.I147 Î0 = 605, 7S= SP 6 Vă, arc [MP = 45, 
Conturul are 487 +-12V3. 
9. Fig. SILA8 


Se ZE Fig. SILAB 


10. Li =: S 


14. Din aria unui triunghi echilateral de latură 4 scădem aria unui semicere 
de rază 2; obţinem S — 2(2V3 — 
12. 36 — 9x (procedăm usemănătu 


cu 11). 


CAPITOLUL HI 


14. Pag. S6 


- Fr 
—0 adunăm și folosim CĂ + 


1. AB + 
a 


—_ > > > ee > 
Fie M mijlocul; 48 = — CĂ = AM + MC = MB + DI = —BD. 
ii i e i ea Ei 

4. AB + BO + CA =0, BUC +CD + DB = 0 deci CĂ = DB ete. 


3. 
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a sia Mad = Fă = N 
5. Avem (probl. 2) 40 — 08, BO' —O'C. Deci AC = AB + BC = 40 + 
+ 0 + Bă +08 = 208 +28 — 205 


e, E e _ = 
6. AB= Ah +Dâ. AC = AD—CD, BE = 
Inloenim îi ohtinern, după desfacerea parantezelor, O în stinga. 


2 0TĂ 


B + MN BA + 


7. Aplie de 


A și, ca urmare a proporţiei dedue 
MĂ Bă =0 ete. 


Inlocniesc AX cu — 


15 pas. 89 
1. Dacă unul este alungit așa esto și celălalt. Dacă fie 7 punctul de întil- 
nire a lui 9'7/ cn Oz de exemplu Î2707/ şi 3 Mu rezultă corespondente 
(san identice) analog ÎMI și ÎCzOy. 

8. Unul din ele şi opusul ta virf al celuilalt satistae ipoteza problemei 4. 
3. Unul din ele şi cel obtinut din celălalt jutocuind una din laturi cu „prelun- 
girea“ ei sint în ipoteza problemei 1. 

4. Fie M, N punctele în care paralela taie AB, AC (fig. SIL. 1). 


AM _AN _ MN 


Vom avea 


=== 
AB Ac BC 


5. 


[ei [03 
8 


Fig. S.IL.2 Tig. SINA 


AD |8D y= MĂ = MN + VĂ; (probl. 4); NN = 4; 


AI 
ac 


=> 
cp 
Du E EN j 
ED! = CD +DD' = CD — AB se înlocuiesc una cu alta şi rezultă (evident, 


în expresie apar şi AB, CD, AC drept constante). 
6. Fie D mijlocul lui AB, D' piciorul perpendicularei din D pe d. 
ES 


isi e A - 
n problema 5: DD =LU4+ BE) iar făcînd 


Avem, făcînd 


5 
2Db +00 


ae 3 A 
2 = A€ în problema 5: GE , înlocuim ete. 
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16. pag. 91-92 
1. a, b şi nu c (fig. S.IIL.3) 


B 
Ap ABICD Fig. SII. 
5) 3, 


a, c şi nu b (fig. S 1IL.4) 


B 
Ai ac Fig. S.U.4 
Biti e 


d, e şi nu a absurd 
Sa A pa — 
2. Luăm CD echivalent cu BA (fig. S 111.5). Este tot una cu a lua AD echi- 
= 
valent cu BC. 


D c A ae ale 
A B AR SEE A 
Fig. S.II1-5 Fig SUL 


ei Ea pga 
3. Conform problemei rezolvate obţinem AA' echivalent cu BB şi BP 
eoliivalent cu CE, deci AA! echivalent cu CC şi (iar problema rezolvată) 


Dă — 
AC eohivalent au AC. 
4. Figura S.IIL.6 

i 
Ad și De; 4%, E, Di şi FO; AD, E şi BE: 1 şi EC; BI și ED precum 
şi cele obţinute prin „permutarea capetelor în fiecare segment orientati. 
5. Figura S.11.7 


G 


Îi, 
Fig. S.1I.7 Fig. S.II1.8 
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6 moduri: iau CM, DC, CM; BC; CM = CM AM AD, AM = 
1 > SE pe PI EEE. em 
AB, AM = g AM, şi avem AC echivalent cu FAl,, EM, Dl MB, 


—_ 
UD, MF. 

ze = — 
6. OA echivalent cu BD echivalent cu CE. D este simetricul lui C faţă de 0, 
iar £ al lui B. 


N Fig. S.Il.9 
| 
8 MC 
7. 45, PB, NM şi alte 2 triplete. 
17 pag. 96 
1. Fig, S.IIL.10 a 


ZE(AB, AC) + E(BC, BA) + (CA, CB) = 180. 
În al doilea caz se obține —180% care este considerat tot una cu 180%, 


2. A i B C ia. sumuov 
PP a — A Ei 


(AB, AC) = 0, Z6(BC, BA) = 180%, ZE (CA, CB) = 0 ete. 


dr să 
ZI 
D [ej 4. ps 
3- stg. AS 2 
A B 


Fig. SIL. a Fig. SULA b 


45%, —909, —45%, —90* 
—120%, —90, 30%, —90* 
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5. Dacă înlocuim a! cn a” (fig. S.111.12) obţinem: 
Za”, 8) = la”, a) + ta, b') = 180 + Z6(a', b). 


B 


„Fig. S.IITA2 
a Fie 


Deci o asttel de înlocuire duce de la valoarea z la z -+- 180%. O nonă înlocuire 
va duce la a +18 
Deci două valări z; 2 
singură, 

îi. Geometrie două: bisectoarea 6 4) şi „prelungirea“ ei. Se poate şi prin 
calent ZE(h, R) = Eh b) 2040, k) deci 2>(h, b) = ZE k), dar putem adăuga 
un multiplu la 360% deci Z6(/p6) = 1 (hu ) + 1802 n. Se obţin 2 valori dis- 
tinete-! 2040, 1) şi Ei (nb) + 180. 

7, Vezi problema: 1 5 


ZHAD, AB) F4(DB, DA) +28(B4, BD) = 180. 
CB, CD) + (BD, BC) + EDC, DB) = 480. 


, ete. 
-- 180. Dublul lui dă valorile 22, 2: -+-360, deci una 


Adun şi ţin seama de =6( BA, BD) -+- (BD, BC) = (BA, BC) 
ZE(DC, DB) + (DB, DA) = (DC, DA). 
C 
Suma esto —360 Fig. 9.111.123 
8 
Suma este -- 360% A 
[e 
Fie. sana 5, Suma este 360” (şi încă un caz 


în care este — 360”) 


A D 


Fig. S.UI-A5 Suma este W 
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18 pag. 99 


1. U(4) UD = AB ete. 

9. Rezultă, dacă de ex., BE este între A și C,că U(4) U(0) = U(A)u(B) + 
UCB) (0), deci U(A), U(B). U(C) nu pet torma un triunghi. 

3. Cazul 3. 

4. Vezi raţionamentul de la probl. 2. 

5. Cel mai simplu este: în figura imagine diagonalele se taie în părţi congru- 
entă. (Considerăm imuginea punctului de intersecţie a diagonalelor patrula- 
terului iniţial, aplicăm problema 4). O adaptare a raționamentului de Ja 
problema 2 atată că 3 puncte necoliniare merg în 3 puncte necoliniare. 

$. Imaginea este paralelogram şi folosii și problema 3. 

7. Problema 2 ne spune că imaginea este formată din puncte coliniare. Pie 
“4, BB două puncte pe dreapta iniţială, X un punct pe dreapta U(4) U(B). 
Dacă semidtreptele U(A)X, U(4) U(2) coincid, fie Y pe semidreapta AB 
aşa încît Y — U(4)X; vom avea U(Y) = X (probl. 2, 4). În caz contrar 
aleg Y pe prelungirea semidreptei AP. 

$. Cazul 3 de congruenţă. 


10 pag. 101 


1. 'Translaţia 7, fiind isometrie, duce un ce! 
parte a cercului de centru 7(0) şi raza A 


at (do centrul O şi raza J?) într-o 
X un punct pe acest ultim cere 


: > Fr = a f SE 

şi fie Y astfel ca XY echivalent cu 7(0)0. Rezultă 7(0)X echivalent cu OY 

(problema rezolvată pag 91. deci OY are lungimea F- Y este pe primul cere, iar 

7() 

laţiei 7. 

3. Dacă O și 0' sint centrele, consider oz: 
— 


RA Et, 
3. ATA) este echivalent cu BT(B) deci T(Â) T(B) este echivalent cu AB 
(problema rezolvată pag 91. deci s-a văzut (probl. 7, set 18 pag. 99) că o 
Momotrie duce o dreaptă AB în dreapta 7(4) T(B) ete. 

4. Fie AB o dreaptă. Pentru a fi transformată în ea însăşi de 7, (știm că 
cite dusă în una paralelă cu ea sau în ca însăși) trebuie ca punctul C = Tu(4), 


definit de „A 


. pro d i, 
X deoarece rezultă echivalent cu 07(0) deci cu vectorul trans- 


7 achivalent cn v* să se afle pe AB, ete. b. Fie AB segmentul 

dat. MN congruent și paralel cu AJ este tot una cu MĂ! este echivalent 
sta a 

cu AZ sau cu ZĂ, deci cu: N este fie transtormat din prin translația Tati 


Fig. S.UIL.16 
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le cercului al doilea cu trans- 


fie prin Tg. Deci se alege N la una din intersec! 
Pot fi 0, 1, 2,3, 4 s6luţii 


formatele primului cerc prin cele două transla 
6. La fel 0, 1, 2, 3, sau 4 soluții. 
7. be:am notat M' ete. 


EW' = CP'= CN. 


A-M_B 
Q INM) 
Fig. 8.141.417 
LN 
D PQI E 


ip 


8. DD' = 0D, Tot = Tai deci soluţie asemănătoare cu priinul câz. 


Fig. SALaBa Fig. S.IIL18b 


— ——_ = 
9. S-a văzut că din AT(A) echivalent cu B7(B) rezultă AB echivalent cu 


TA) T(B) ete. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema 8 și problema 2, set 
15, pag. 89. 12. Nu, deoarece dacă 7 este translaţia 7, şi A este un virf al 
poligonului și B, = T,(4), atunci poligonul va trebui Sa conţină ca virturi 


= STiiii=22 gest 
A, Bu By... coliniare şi cu AB, = BB — BaBy — .. rare rezultă toate 
distincte 

A 8; 8; E; Fig. SUL. 49 


13. O dreaptă (vezi probl. 4), două drepte paralele, intersecţia a 2 semiplâne 


determinată de 2 drepte paralele. 
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14. fi 7 adea translofimare, A ui punat fiz, X unul vatiabii. Bea FA). 
is pd 

Dacă Y = 7(X) atunci AX echivalent cu 7 deci (probleraa rezolvati la pug. 91 

XY echivalent cu AB, adică Y = Taă (X). 


20 pag. 103 

1. Rotaţie aplicată centrului O îl duce în 0' (0' = Rau (0)). Fi M' = Ru(M); 
Rotaţia fiind o isometrie, 0'M' = OM dar O' este fix deci M' deserie in cere 
de aceeaşi rază cu a primului. Dacă punctele C — O (coincide C cu 0) atunci 
cercul se va transforma în el însuşi. 2. Centrul C al rotației se va găsi pe medi- 
atoarea lui 00” (linia centrelor) şi unghiul ÎZOCO' poate fi construit cit vrei 
de mare. 


S/ NIZ Fig. S-A 


| VP 
(5 


3. Rotaţia este o isometrie considerăm M' = Ray u(M), N = Rs u (N) și 
P' = Riu (P) imaginile prin rotaţie a punctelor coliniare J, N, P. (N între 
M şi P$“Dacă MW, P mu-sint collniate rozilltă MN: -- NP" > MP. 
Dar UN + NP = MP dar MN = MN, N'P' M'P', con- 
tradioţie! 


p, MP 


+ AB = OB. Ele au imaginile respectiv A, Bia O îi 


teral O'A'B! cu punctul C” într-un raport egal cu0E. Găsim ăpoi prin Thalâă. 
a patra proporțională, segmentul 0'D', putem construi apoi pe „model“ 


Fig. SA 
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unghiul A'0'D' 
procedăm totu în prima soluj; 
Avern o infinitate de soluţii dacă d 
cu BO a dreptei d) 

&. Rotim primul cere 
O. Potti 0,1,2,3,4 soluţii = 
seria triunghiului echilatera 8, are cu 7. 10. Dacă 
O esta „centrul hexagonului“ regulat, fi, sint rotaţiile care rezolvă pra- 
blema în afară de rotația de „argument“ O. 


LI. Soluţiile sint pătratele punctate: 


problema este rezolvată. Dacă d și d' nu sint paralele, 


Rosa (d”) adică d' este chiar „rotita“ 


90 în jurul punctului fix (și interseetăm cu cerul 
F rul cercului cireu 


Fig. S.U11.23 


Fig. SII. 


13. a) Cu notaţiile din figură 


C <q ao: să D E 


X 


Fig. S.11L-25 
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PROBLEME RECAPITULATIVE 


|. Fie G centrul de ureutate al triunghiului. Pentru că medianele se intersec- 
tează la două treimi de vint şi o treime de „baza”, rezultă BG = 3, G0 = A era, 
Folosiţi reciprocu teoremei lui Pitagora. AZ BGU = 90", și teorema lui Pita- 
gora şi AC = V7, AB = VIB. 
3. Folosim faptul că tangentele duse dintr-un punct la un cere sint congruente, 
pici PB AD = 5. Apoi, fie teorema lui Pitagora aflind înălțimea, fie 
prin teorema înălțimii allind razu cercului înscris, obţinem r = 2. 

3. a) Triunghiurile uu unehiuri congruente. 

b) În AOCA, X OAC = XCOA = 36, deci CA = 00. Dar şi ACAB este 
isoscel deci CA = AB. 

4. Pentru a, b. se folosește problema precedentă; e) Prin asemânarea triun- 
ghiurilor ACB şi OA d) Se efectuează inmulţirea în membrul drept. Din 
$) și d) rozultă că produsul este O cind unul din factori este 0, deci numai 


t=R . 


5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge la ecuația 64 — 16 za +16 = 
= a, deci e = d 
6. Din usemânare rezultă că fi 


şi de aici obținem relație imediată 


ah; 
pa 
(n tond, se poate exprima și 7 în tei moduri). 
7. Patrulaterul OM PN este dreptunghi, deci JW = OP. 

$. "Triunghiul A PU este dreptunghi şi are uu unghi de 50%. Deci AMP 
2 40%. Punctul P vede segmentul le sub an unghi de 40% cind A, sint semi- 
cercuri diferite determinate de AB, fiu de 140” cind sint pe acelaşi semicere, 
Deci P descrie un cere. 


replunhice cu aceeaşi ipotenuză). 
tind laşi are cu unghiul inscris 
; b) OE este minim cind 


2Văşi 0E=3. 

10. Considerăm „jumătate“ din dreptunghi determinat de o diagonală. Tri- 
unghiul dreptunghic astfel format ure inălțimea corespunzătoare ipotenuzei, 
maximă atunci. cind aceasta este euală cu raza. Deci dreptunghiul căutat 
este pătratul și aria su va fi 2. 

ui. n. 12. Din asemănarea triunghiului PMA cu AA MO (hig. S.R.1) și aplicind 


puterea punctului M taţă de cerc, se obţine relaţia cerută. 
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_———. 


13. Se compară triunghiurile BDA şi BCD. Cercul circumscris AA BC este 
tangent la dreapta BD. Se loloseşte puterea punctului. 


Fis.S.R-A 


14, a=t, = Fa: 15. Triunghiul AEAC = A ABG. De asemenea 


AAEH = AAGI et. 16. S= R(2/3— 1). 17. S=— 256. 18. 2=$: 


Fi zu =, piei, = 


a: 
19. s= sara 20. a: 3 


; a. z=t= 
5 


= 42. 22. MN = 4l5- 28. Centrul de simetrie este interseoția celor două 
axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplică reciproca teoremei lui 
aVa 


Pitagora. Raza căutată este „unde R este raza cercului inițiul.-25. 7) Se 


arată că XCAMN + XMND = 180"; 2) Un seument de dreaptă paralel cu 
“LB și de două ori mai mic (se completează, prelungind AC şi J2D, un purule- 
logram); 3) Mediatoarele din enunţ sint şi bisectoarele unghiurilor Fi şi A. 
în tond, chiar mediatoarele din enunț sint „fixe“; 4) CD = V3a? Fa = Buz. 
36. a) Ortocentrul descrie un are capabil de suplementul unghiului A, 
deci simetric cu „celălalt“ are. b) Se determină poziţia acelui virf , Acest viri 
impreună cu un capăt al înălțimii şi cu simetricul ortocentrului faţă de celălalt, 
cabăt determină cercul circumscris triunghiului ete. 27. Consider problema 
votolvată, prelungim CC! pină taio AB" în Cu ducem din B. paralela BE 
la CC (Ec 4'B) şi constatăm că A'B” este impărţit de £ și Cain trei părți 
congruente. Analog, procedăm pe celelalte două laturi AC” și dB. 28.5 = 


= 2(a + 5)Vab. 29. Se aplică teorema lui Thales de 4 ori, [ = 2. 80. Se 


aplică teorema bisectoarei şi faptul că bisectoarea unghiului A trece prin inij- 


locul arcului BC. 31. TS =V6. 32. a) AAOB = A4OC, unghiwila din D 
fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele şi subintinzind unghiuri la cen- 


ls 


tru de măsuri egale. D) D să fie piciorul înălțimii. 33. nl (u— Va) a Er 
i zi al = be e = 
i arzi 38. 1 e TTETa TA CE SCI 272 tă 


36. Dacă AB n-ar fi paralel cu CD, şi dacă s-ar intilni în partea stingă u 
figurii 1L.59. atunci înălțimea din DAAD ar, fi mai mică decit inăkimea 
din Q a ABNQ şi de asemenea înălţimea din Wa A ADP ar fi mai mică 
declt, inalti mon din B a A BCQ; deci, ar rezultu trin AMPD < aria BNOC. 
37. 8 cm. 
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